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역 통신시스템을 한 처리기-등화기

구조의 FIR 여 기 설계

정회원  오  *, 안 희 **

Design of FIR Filters with Prefilter-Equalizer Structure for 

Narrowband Communication Systems 

Hyukjun Oh*, Heejune Ahn**  Regular Members

요   약

본 연구는 역 통신시스템을 한 처리기-등화기 구조의 여 기에서, 곱셈기를 사용하지 않는 최소 복잡

도의 디지털 FIR 여 기를 설계하는 방법을 제안한다. 제안하는 여 기는 순환 다항식(cyclotomic polynomial, 

CP) 여 기와 2차 내삽 다항식(interpolated second order polynomial, ISOP) 등화기로 구성되며, 이 두 여 기가 

동시에 혼합 정수 선형 계획법(mixed integer linear programming (MILP))으로 최  설계되어 최소의 복잡도를 

갖는 특성을 갖게 된다. 제안된 방식으로 설계된 여 기들은, 설계 규격을 만족하면서도 기존의 여 기에 비하여 

복잡도면에서 월등히 간단함을 확인하 다.

Key Words：Digital filter, Narrowband communication, FIR, Cyclotomic polynomial, Prefilter, Equalizer, 

Interpolated second order polynomial   

ABSTRACT

Optimal methods for designing multiplierless minimal complexity FIR filters with cascaded prefilter-equalizer 

structures are proposed for narrowband communication systems. Assuming that an FIR filter consists of a 

cyclotomic polynomial(CP) prefilter and an interpolated second order polynomial(ISOP) equalizer, in the proposed 

method the prefilter and equalizer are simultaneously designed using mixed integer linear programming(MILP). 

The resulting filter is a cascaded filter with minimal complexity. Design examples demonstrate that the proposed 

methods produce a more computationally efficient cascaded prefilter-equalizer than other existing filters.
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Ⅰ. 서 론

  무선 이동통신의 속한 발 에 따라 원하는 

역에서 무선 신호를 추출하거나 원하는 역 특성

을 갖도록 무선 신호를 만들어 주는 것 등이 매우 

요하게 두되었다. 특히, 근래에 들어 고속의 데

이터 송 속도가 요구되면서, 효율 인 주 수 

역 이용을 하여 주 수 역을 여러 역으로 

나 어 사용하는 다  캐리어 변조 방식이 각 받

고 있다. 무선 통신에서  다른 한 가지 큰 기술  

흐름은 소 트웨어 라디오(software defined radio)

로써, 간 주 수단에서 샘 링을 시도하는 것이 

기지국 쪽에서는 일반 인 방식으로 받아들여지고 

있다. 이러한 간 주 수 역에서의 샘 링은 원
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하는 신호가 역으로 나타나는 역 추출 시

스템이 된다. 일반 으로 이러한 역 여 기들은 

매우 높은 복잡도를 요구하므로 력의 간단한 

여 기가 필수 이다[1].

  성능 면에서 효과 이면서도 복잡도가 은 간단

한 역 FIR 여 기를 설계하는 방법으로 처리

기(prefilter)와 등화기(equalizer)를 연결한 직렬구조 

설계방법이 있다[1-9]. 이 구조에서 처리기는 정

지 역의 신호를 제거하고, 등화기는 통과 역에서

의 규격을 만족하도록 설계한다. 이때 처리기는 일

반 으로 복잡도를 이기 하여 내삽여 기[1-4], 

재귀러닝 합(recursive running sum：RRS)[5-8], 

cyclotomic 다항식(CP) [9]등이 주로 사용된다. 이 

처리기의 설계 방법들은 부분 임시방편 인(ad hoc) 

방법[2-9]들이 사용되고, 등화기는 Parks-McClellan 알

고리듬, 선형 계획법, 는 진보된 최 화 기법이 

사용된다[10-12].

  기존의 연구방법은 처리 여 기와 등화기로 구

성된 2단 구조에서, 각 처리기와 등화기가 각각 

따로 최  설계되었다. 그러나 각각이 최 으로 설

계되었다 할지라도 체 으로 동시에 최  설계된 

것이 아니므로 이 게 설계된 여 기가 최 이라고

는 이야기 할 수 없다. 두 여 기가 같은 조건 하에

서 동시에 최  설계될 수 있다면, 가장 은 복잡

도를 갖는 최 의 여 기가 될 수 있을 것이다. 이

런 에서 본 논문에서는 2차 내삽 다항식(inter-

polated 2nd order polynomial)을 사용한 등화기를 

제안하고 이를 CP 처리기와 동시에 최소 복잡도

를 갖도록 최  설계하는 선형계획법을 제안한다. 

시스템의 복잡도를 최소화하기 하여     

의 계수를 갖는 CP와 canonic signed digit (CSD)1)

를 갖는 ISOP만으로 제한하여 설계한다. 

Ⅱ. 직렬 여 기의 선형 계획법 설계기법 

  일반 으로 pole과 zero를 갖는 디지털 여 기들은 

모두 all zero여 기와 all pole 형태의 단  여 기

들로 분해할 수 있다. 이와 같이 구성된 유한 단 여

기 공간 으로부터 합한 여 기들을 선택하여 

아래와 같은 직렬구조의 여 기를 설계할 수 있다. 

              ⋅
 



  
         (1)

1) CSD 상수는 2의 승 계수의 합과 차로만 표시되는 계수. 

이 식에서 는 상수이고,   는 여 기 공간 

상의 원소(   ∊ ), 은  공간상의 단  여

기의 수, 는 동일한 성분 여 기의 수를 의미하

는 0 이상의 정수이다. 이때 설계목표는 함수공간 

이 히 주어졌을 때, 시스템 응답  이 주

어진 주 수 응답 규격을 만족하면서 최소의 복잡

도를 갖도록 하는  여 기를 설계하는 것이다. 여기

서 복잡도에 한 척도로는,   를 구 하는데 

사용되는 곱셈 연산의 수( ), 덧셈연산의 수( ) 그

리고 지연 연산의 수( )의 함수   

             

  ⋅


  ⋅


     (2)

로 정의하겠다. 여기서 과 는 각기 덧셈 연산과 

지연 연산의 복잡도의 곱셈연산의 복잡도에 한 

상  가 치이다. 이제 필터 설계문제를 정리하면 

식(3)과 같다. 이 식에서 과 는 각각 통과 역과 

지 역의 허용오차이고,   는 기  주 수 응

답이다. 여기서 직렬 구조의   의 비선형 인 

특성으로 인하여, 비선형 최 화 방식을 필요로 한

다. 식 (3)의 조건을 로그 함수를 사용하여 dB 단

로 정리하면, 

minimize 
 



⋅      (measure of complexity)

subject to           (in passbands) 

                          (in stopbands)

(3)

      

      

   
  



⋅  
 (4)

로 변환할 수 있고, 이는 식 (5)과 같은 MILP 문제

로 정리할 수 있다. 여기서    ,     

   이다.

  따라서 이 매우 크지 않은 범 에서는 과 

를 변수로 하는 MILP 방법으로 원하는 여 기를 

동시에 최  해결할 수 있다.

  식 (5)로 주어지는 MILP 모델은 제한식의 일반

화를 통해 다양한 응용 분야로 확장되어 용할 수 

있다. 를 들어, FIR 여 기를 사용하는 경우에도 

여 기의 복잡도를 이기 하여 비 칭 FIR 여

기를 사용하는 경우가 있다. 이러한 경우엔 선형 

상 특성에 가  근 하면서도 은 복잡도의 여
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minimize    
 



⋅   (measure of complexity)                           (5)

subject to                          (in passbands) 

                                                  (in stopbands)

기의 설계가 요하다. 직렬연결 여 기의 체 

그룹지연 응답은 각각의 단  여 기들의 그룹지연 

응답들의 합이므로 다음과 같은 제한조건의 추가를 

통하여 통과 역에서 선형 상 특성에 가장 근

한 최 의 간단한 여 기를 얻을 수 있다. 

             
  



     ≦   (6)

여기서    는 단  여 기    의 그룹지연 

응답이다.

   다른 매우 유용한 응용 분야는 이미 존재하는 

다른 여 기    와 연결되어 설계하는 경우로

써, 여러 블록이나 시스템이 연결된 경우에 유용하다. 

이런 경우 식 (7)과 같은 간단한 제한조건의 추가로 

최소의 복잡도를 갖는 여 기를 설계할 수 있다.

                (7)

  한 제안된 방식은 다  캐리어 송시스템에도 

용이 가능하다. 다  캐리어 송시스템에서는 부

송 의 상호간섭을 최소화 하는 것이 요하다. 

이 간섭은 결국 로토타입 여 기의 정지 역 에

지 제거율과 련되어 있다. 즉, 제안된 직렬연결 

여 기의 체 정지 역 에 지 제거율은 각각의 

단  여 기들의 정지 역 에 지 제거율들의 곱과 

비례하게 된다. 따라서 각각의 단  여 기들의 정

지 역 에 지 감쇄율의 로그 값의 합을 이용하여 

원하는 상호부 송  간섭 제거율을 얻을 수 있는 

로토타입 여 기의 설계가 가능하다.

                  
 



 ≦   (8) 

여기서 는 단  여 기    의 정지 역 에

지 감쇄율의 로그 값이다.

Ⅲ. 처리기-등화기 구조를 갖는 연쇄 FIR 

여 기의 설계 차

  CP 처리기는 처리기의 목 인 정지 역의 신

호 감쇄를 효과 으로 얻을 수 있으나 다른 처리

기와 같이 통과 역 상의 단조감쇄 상을 발생시

키는 문제 이 있다. 따라서 처리기의 후미에 

치하는 등화기는 이 감쇄를 보상하도록 설계되어야 

한다. 이러한 기능을 수행하는 방법으로써, 통과

역에서 로 볼록한 모양의 주 수 응답 특성을 갖

는 다항함수  를 사용하는 방법이 있다. 설명을 

하여, [9]에서 사용된바 있는 다음과 같은 응답 

특성을 갖는 역통과여 기의 설계를 로 들어 

보겠다.

  그림 1의 일 쇄선은 설계된 CP 처리기의 주

수 응답을 보여 다. 주목할 은 처리기에 의

한 통과 역 단조감쇄가 약 8dB라는 이다. 한편 

그림 1의 끊어진 선은 설계된 등화기의 주 수 응

답을 보여주고 있는데, 앞서 설명한 바와 같이 통과

역에서 볼록한 형태의 응답 특성을 갖고 있어서, 

처리기에 의한 8dB 감쇄를 보상할 수 있다. 그림 

1의 실선 응답에서 알 수 있듯이, 결국 최종응답은 

주어진 설계요구 사항을 만족하고 있다. 다음 에 

설명할 ISOP는 통과 역 상에 로 볼록한 주 수 

특성을 갖도록 조정할 수 있는 특성을 가지고 있다. 

제안된 처리기-등화기 구조의 설계를 한 단  

여 기의 집합 은 각기 처리기와 등화기에 해당

하는 두 집합 과  (  ∪)로 분할할 수 

있다. 의 원소들은 CP를 정리하여 얻을 수 있고, 

의 원소는 ISOP로부터 얻을 수 있다.

 

그림 1. 처리기-등화기 구조의 역 통과 여 기 주 수 
응답: 처리기 (일 쇄선), 등화기 (끊어진 선), 체 여 기 
(실선)
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  passband   ∊                                                         (9)

  stopband   ∊   ∪   

  ripple      ≦    (in passband),  ≦   (in stopband)

  (단,         ,    )

3.1 CP 처리기 

  곱셈기 없는 처리기를 설계하기 하여,       

만을 계수로 사용하는 CP을 고려하면 모두 104개

가 존재한다. 이 CP 들의 근은 모두 z-평면상의 단

원 에 존재한다. 

  집합 는 주어진 설계 규격을 만족할 수 있고 

구  복잡도가 은 CP들로만 구성 한다. 두 개 이

상의 CP로 구성된 직렬 구조의 새로운 여 기 역시 

하나의 새로운 단  CP 여 기 역할을 할 수 있다. 

  를 들어      
    과     

         을 고려하면, 

    

     






























 (10)

로 표 되므로,   과   의 연결조합은 두개

의 덧셈이 약된       로 구 된다. 

최종 으로 처리기  의 시스템 응답은

               
 



  
  (11)

으로 표 된다. 이 식에서    ∊ 이고, 는 

양의정수, 는 의 총 원소의 개수이다. 설계 규

격 만족을 하여   의 해는 정지 역 는 

이 역(transition band) 안에 치하여야 한다. 

3.2 ISOP 등화기 

  ISOP는 다음 선형 상응답 특성을 갖는 칭 

계수 2차 내삽 다항식으로 구성된다.

                    (12)

(과  는 CSD 계수,       , ≠  )

  ISOP은  

                       (13)

로 정의되는 다항식이다. 주 수 응답은    은 

                  ⋅     (14)

그림 2. 변수    에 따른    의 형.

로 표 된다. 여기서 는 내삽 비 치,     

이고 ≠ 인    은 그 주 수 크기 응답이 변

수    를 조 함으로써 쉽게 조정이 가능한 삼

각 형이 된다. 결과 으로, 주어진 여 기 조건에

서 통과 역 상에 로 볼록한 형태를 갖는    

을 구할 수 있다. 를 들면, 그림 2의 5개의 

    에서, 통과 역이  ∊   로 주어졌

을 경우         과      

두개의 ISOP가 등화기의 역할로 합하다는 것을 

알 수 있다. 

  다음으로, 변수    를 선택하는 방법을 설명

한다.    의 통과 역에서 로 볼록한 특성을 

유지하기 하여,    는 통과 역 상에 한 개보

다 은 극 을 갖아야 하는데, 이 특성은 변수   

값의 조 을 통하여 가능하다.

찰 I) 시스템 주 수 응답    은 

                ≦  ≦



 (15)

인 조건하에서, 통과 역에서 하나이상의 극 을 가

질 수 없다. 단, 는 역 여 기의 경우에는 역

폭의 두 배, 는 일반  통과 역의 경우에는 역

폭의 크기이다. 

증명)    의 두 인 한 극 사이의 거리는 

로 주어진다. 따라서 는 보다 작으면, 

그 역 내에 극 을 하나 이상 갖지 않는다.
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     의 근이 z-평면상의 단 원에 있지 않는 것

이 바람직하다. 왜냐 하면, 단 원 에    의 

근이 있는 경우    는 zero를 갖게 되어 통과

역 상에 null을 만드는 일종의 notch를 갖는 주 수 

응답을 보이므로 이것은 등화기로 합하지 않다. 

  의 근이 단 원상에 존재하지 않으면,    

의 근 한 단 원 상에 존재할 수가 없으므로 2차 

방정식의 별식을 이용하면    는     

이고 ≠ 인 경우에 단 원상에 근을 갖지 않는다. 

근인 경우엔 단 원 상에 근을 가지게 된다.

  ISOP의 변수 와 는 CSD 계수이므로, ISOP는 

덧셈기, 쉬 터, 지연기만으로 구 할 수 있다. 

ISOP는 와 의 유한 어장과 식(15)에 따라 그 수

가 유한하므로 유한 단  여 기 공간을 이룬다. 

ISOP의 집합 는 각 원소들의 여러 가지 시간상 

주 수 상의 특성을 고려함으로써 그 크기를 더 

일 수가 있다. 를 들어, 여러 ISOP들이 유사한 

주 수 응답을 보이는 경우, 하나만을 남기고 나머

지를 제외시키거나, 무 평탄한 통과 역 응답을 

갖는 것을 제외한다.

  ISOP 등화기는 단  ISOP들의 직렬연결로 구성

된다. 이때 시스템 함수는  

    

    
  



   

 
  



  
 

 
 (16)

로 표 된다. 여기서     ∊  , 는 양의 정수, 

과 는 CSD 계수, R은 의 원소수이다.

3.3 CP 처리기와 ISOP 등화기의 동시 설계

  일반 인 경우의 CP 처리기와 ISOP 등화기의 

동시설계방법은 제2 에 소개되었다. 이때 체 시

스템 응답 함수  은 

     

   ⋅  

 ⋅
 



  

  



     (17)

과 

      

   
 



 

 






 

  (18)

로 주어진다. 여기서    ,    

  ,
        이다. 본 논문

에서 사용하는 CP와 ISOP는 모두 곱셈을 사용하지 

않기 때문에, 식 (5)의 계산 복잡도는

        





⋅

 ⋅


 

 
 



⋅

 ⋅


 

 (19)

이 된다. 이 식에서   ()과   ()은 각 단  여

기     (   )의 덧셈연산과 지연연산의 수이

고, c는 각기 덧셈과 지연의 복잡도에 따른 가 치

이다. 따라서 CP 처리기와 ISOP 등화기로 구성

되는 최소의 복잡도를 갖는 직렬연결 여 기는 식

(18), 식 (19)과 제 II 장에 제안한 MILP 모델을 

통하여 CP 처리기와 ISOP 등화기를 동시에 최  

설계하여 얻을 수 있다. 

Ⅳ. 설계  

  본문에서 제안된 처리기-등화기 구조의 여 기

와 기존의 여 기들의 비교를 하여, 참고 문헌 

[1], [5], [9]에서 사용된 역 여 기 설계와 참

고문헌 [5], [6], [9]에서 사용된 역 통과 여 기

에 제안된 방법을 용하여 설계하 다. 기존의 여

기들은 부동 소수  계수를 갖는 여 기로 설계

되어 실제 구 할 때에는 훨씬 더 큰 복잡도를 갖

게 되는 반면, 제안된 여 기는 이미 모두 고정수수

 계수로 설계되었으므로 실제 구 할 때 추가되

는 복잡도는 없다. 식 (19)의 상수 는 0.5로 선택

하 다. 본 논문에서 MILP문제를 효과 으로 풀기

하여 소 트웨어 라이 러리 CPLEX[13]를 사용

하 다

설계  1( 역 통과 여 기) 정규화 주 수응답 

규격은 

 passband  ∊   

 stopband  ∊   

 ripple   ≦   (in passband),   

         ≦   (in stopband.) 

(20)

  이 주어진 설계규격 하에서 13개의 유효한 단  

CP가 선택되었고, 그들의 결합 에서 20개가 더 
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CP

변형 CP 처리기와 CP

K-H와 내삽 처리기와 부집합 처리기와

Remez FIR Remez 선택 ISOP

등화기 여 기 등화기 등화기 등화기

[5] [1] [9] [9]

곱셈연산 17  5 10  4 (1)

덧셈연산 37 15 28 16 16

지연연산 73 78 71 85 82

표 1. 제안된 여 기와 기존 설계방법의 여 기의 계산 복잡도 비교 (설계  1)

선택되었다. CP 처리기를 한 집합 는 총 33

개의 다항식으로 구성이 된다. 즉,    . 한 식 

(15)의 조건은  ≦  ≦ 이 되고, 식 (15)를 만족

하는 230개의 ISOP가 존재한다. 주 수 응답특성을 

고려하여 이들  일부를 제거하고 나면, 72개의 원

소를 갖는 (  )가 얻어진다. 최  설계된 최

종 처리기와 등화기는 

             






  

  






  

  






  

  

      

   

(21)

이다. 

그림 3. 제 1의 CP 처리기 주 수 응답 (일 쇄선), 
ISOP 등화기 응답 (끊어진 선), 체 응답 (실선)

  그림 3은 설계된 체 여 기의 주 수 응답이 

주어진 조건을 잘 만족하고 있음을 보여 다. 표 1

은 체 여 기    ⋅   의 계산 복

잡도를 기존의 설계방법들과 비교한 것이다. 호에 

표시된 곱셈기는 상수 를 의미하며, 실제 곱셈기로 

여겨지지 않을 수도 있다. 설계된 CP 처리기

-ISOP 등화기는 상수 를 제외하면, 단지 16개의 

덧셈과 82개의 지연연산으로만 구 할 수 있다. 따

라서 본 논문에서 제안된 여 기가 기존의 다른 여

기들에 비하여 구 이 훨씬 간단함을 확인할 수 

있다.

설계  2( 역 통과 여 기) 이 에서 사용된 정

규화 주 수응답 규격은 식 (9)을 사용한다. 

  15개의 유효한 단  CP가 계산되었고, 이들의 조

합들 에서 25개가 더 선택되었다. 결국 CP 처

리기에 한 집합 은 40개의 CP 다항식으로 구

성되었다, 즉   이다. 식 (15)으로부터  ≦ 

≦ 이 계산되고, 식 (15)를 만족하는 450개의 ISOP

가 계산되었다. 앞서와 마찬가지로 이들의 주 수 

특성을 고려하여 비슷한 응답을 보이거나 평평한 

응답을 보이는 것들을 제외하고 나면 는 38개의 

원소를 갖게 된다 (  ). 결국, 제안된 처리기-

등화기 체 시스템은 

     

⋅    

⋅   

⋅   

⋅  

⋅  

      

  

(22)

로 구해진다. 그림 1은 설계된 시스템의 주 수 응

답이 주어진 규격을 잘 만족하고 있음을 보여 다.  

제안된 CP 처리기-ISOP 등화기 시스템은 단지 

24개의 덧셈과 172의 지연으로 구성된다. 한 표 

2에서 볼 수 잇듯이 기존의 여 기들에 비해 월등

히 복잡도가 작음을 알 수 있다.
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CP

변형 CP 처리기와 CP

K-H와 Cabezas 처리기와 부집합 처리기와

Remez Diniz Remez 선택 ISOP

등화기 설계2 등화기 등화기 등화기

[5] [6] [9] [9]

곱셈연산  43   7  17  13 (1)

덧셈연산 163  48  58  49  24

지연연산 162 217 161 180 172

표 2. 제안된 여 기와 기존 설계방법의 여 기의 계산 복잡도 비교 (설계  2)

Ⅴ. 결 론 

  본 논문에서는 역 통신 시스템을 한 처

리기-등화기구조의 시스템에서, 최소의 복잡도를 갖

도록 하는 곱셈기 없는 여 기를 설계하 다. 제안

된 여 기는 CP 처리기와 CSD 계수만을 갖는 

ISOP 등화기로 구성되는 여 기로써 동시에 최 화

되어 체 직렬연결 여 기의 복잡도가 최소화 되

도록 설계되었다. 

  한, 제안된 여 기가 최소의 복잡도를 가짐을 

제를 통하여 확인할 수 있었다. 본 연구에서 제안

된 방법의 확장으로는 설계에 사용될 수 있는  

다른 다항식을 고안하는 것을 생각할 수 있다.
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