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요   약

본 논문에서는 Tree-LDPC 코드의 성능을 scaling 인자를 이용한 min-sum 알고리즘을 사용하여 나타내고, 그 

때의 water fall 영역에서의 점근 성능은 density evolution 기법을 사용하여 나타낸다. Density evolution 기법을 

통하여 얻어진 최적의 scaling 인자를 사용하게 되면 min-sum 알고리즘을 사용하는 Tree-LDPC 코드는 sum- 

product 알고리즘을 사용했을 때와 비슷한 성능을 나타낼 정도로 상당한 성능 이득을 갖게 되는 반면 sum- 

product 알고리즘을 사용했을 때보다 복호 복잡도가 훨씬 줄어들게 된다. 작은 인터리버 크기를 갖는 Tree-LDPC 

복호기를 FPGA(Field Programmable Gate Array)로 구현하였다.
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ABSTRACT

In this paper, the performance of Tree-LDPC code
[1]

 is presented based on the min-sum algorithm with scaling 

and the asymptotic performance in the water fall region is shown by density evolution. We presents that the 

Tree-LDPC code show a significant performance gain by scaling with the optimal scaling factor which is obtained 

by density evolution methods. We also show that the performance of min-sum with scaling is as good as the 

performance of sum-product while the decoding complexity of min-sum algorithm is much lower than that of 

sum-product algorithm. The Tree-LDPC decoder is implemented on a FPGA chip with a small interleaver size. 
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Ⅰ. 서 론

최근 이동통신은 고속 데이터 전송과 이동성이 

중요시 되고 있으며 이는 국제 표준에서도 고려되

고 있다. 이러한 국제 표준 중 가장 선도적인 위치

를 차지하고 있는 하나를 든다면 단연 국제 휴대 

인터넷 표준 IEEE 802.16e 라고 볼 수 있다. 현재 

활발하게 국제 표준화가 진행 중인 IEEE 802.16e

에서 고려되고 있는 물리 계층의 기술은 OFDMA

와 LDPC
[2] 코드이다. 빠른 이동성을 보장하는데 

필연적으로 따라오는 심각한 페이딩 채널의 변화를 

손쉽게 보정하기 위해 OFDMA가 채택되었으며 낮

은 신호대 잡음비 영역에서 고속 데이터 전송을 가

능케 하기 위해 LDPC 코드가 채택되었다. 

다른 채널 코딩 기술에 비하여 LDPC 코드는 고

속 데이터 전송에 필요한 높은 코드 레이트에서의 
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탁월한 성능을 나타내며 아울러 BP(Belief Propaga-

tion) 알고리즘을 사용한 복호 알고리즘 하드웨어 구

현에 있어서 전체적으로 패러렐 프로세싱이 가능하다

는 장점이 있다. 또한 LDPC 코드 자체적으로 에러 

디텍션 기능을 가지고 있어 추가적인 오버 헤드인 

CRC 코드를 필요하지 않는 것이 또 다른 장점이다. 

이러한 많은 장점들을 가지고 있는 LDPC 코드 

기술은 인코딩에 있어서 많은 계산 량을 가지는 것

이 하나의 단점으로 여겨져 왔다. 반면 간단한 rep-

etition 코드와 accumulator를 하나의 인터리버로 연

결시킨 RA 계통의 코드
[3]는 LDPC 코드와 같은 좋

은 성능을 보이진 못하지만 인코딩이 간단하다는 

장점이 있다. 

본 논문에서는 LDPC 코드의 복잡한 인코딩의 

단점을 극복하기 위하여 간단한 인코딩이 가능한 

RA 코드 계통의 기술들과 LDPC 코드의 기술을 

접목시킨 Tree-LDPC 코드 기술에 대하여 살펴보고 

하드웨어 구현에 적합한 min-sum 알고리즘을 사용

했을 때의 성능 저하를 보정해 줄 수 있는 최적의 

scaling 인자를 구하고자 한다. Ⅱ장에서는 Tree- 

LDPC 코드 구조에 대해 살펴보고, Ⅲ장에서는 Den-

sity Evolution을 이용하여 Tree-LDPC 코드의 분석 

및 최적의 scaling 인자를 찾는 기법에 대해 고찰한

다, Ⅳ장에서는 Tree-LDPC 복호기에 대한 하드웨

어 구현을 살펴보고,, Ⅴ장에서 결론을 맺도록 한다.

Ⅱ. Tree LDPC 코드 구조

Tree LDPC 코드는 tree 코드 구조를 가지는 

parity check 행렬로 표현되게 된다. Tree 구조, 다

시 말해 tree 코드는 recursive 정보 비트 dr , non- 

recursive 정보 비트 dnr , puncturing 패리티 비트 p p , 

그리고 non-puncturing 패리티 비트 p np로 구성된

다. 이들 사이의 관계는 다음과 같은 식으로 표현될 

수 있다.

p p [k] = ∑
J r-1

i=0
d r [ (k-1)J r + i] + p p [k-1] , k=1,2,3,⋯

p np [k] = ∑
J nr-1

i=0
d nr [ (k-1)J nr + i] + p p [k] , k=1,2,3,⋯

여기에서 J r은 recursive SPC(Single Parity Check)

에 속하는 recursive 비트의 수를 나타내며 J nr은 

non-recursive SPC(Single Parity Check)에 속하는 

non-recursive 비트의 수를 나타내고 p p [0] 0이다.
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그림 1. Tree-LDPC 코드의 블록 다이어그램
(Block diagram of tree LDPC codes
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그림 2. Tree-LDPC 코드의 parity check 행렬 H의 예
(An example for parity check matrix H of a Tree-LDPC 
code)

Tree-LDPC 코드는 Turbo-like codes와 LDPC 

코드의 특징을 가지고 있다. 각 특징을 바탕으로 

Tree-LDPC 코드는 다음 2가지 형태로 구성될 수 

있다. 첫 번째는 SCC(Serial Concatenated Codes)

의 형태이고, 다른 하나는 Parity Check 행렬을 사

용하는 선형블록부호의 형태이다. 첫 번째로, SCC 

의 경우에 Puncturing 패리티 비트는 recursive 비

트의 SPC와 accumulator로부터 얻어진다. 한편 

non- puncturing 패리티 비트는 puncturing 패리티 

비트의 SPC와 non-recursive 정보 비트로부터 얻어

지게 된다. 그림 1은 SCC 형태의 Tree- LDPC 코

드를 non-recursive 정보 비트 부분과 RA 코드 부

분으로 나누어 블록 다이어그램으로 도시해 놓았다. 

두 번째로 Tree-LDPC 코드를 parity check 행렬을 

이용하여 선형블록부호의 형태로 나타낸다. 좋은 성

능을 보장하기 위해선 하나의 정보 비트가 적어도 

두 개의 recursive 코드에 연결돼야만 한다는 사실

은 잘 알려져 있다. 이러한 법칙을 따라 정보 비트

가 적어도 두 번은 recursive check sum에 속하도

록 parity check 행렬이 설계되어졌다( J r≥2). 그림 

2는 Tree-LDPC 코드에 사용된 parity check 행렬 

H의 예이다. Hd는 repetition과 interleaver에 해당하
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며, H p
는 accumulator에 해당한다. 이럴 때 구조

화된(constrained) LDPC 코드에서 parity check 행

렬 H의 각각의 행은 하나의 SPC로 표현되어지게 

된다. 이러한 SPC들은 accumulator를 통하여 연결

되어진다. 이러한 역할을 하는 부분이 parity check 

행렬 H의 듀얼 다이어고날 구조를 가지는 H p
부분

이다. 그러므로 구조화된(constrained) LDPC 코드는 

RA 코드와 마찬가지로 선형 시간으로 인코딩하는 

것이 가능하게 된다. 본 예시에서 각각의 행은 2개

의 non-re-cursive 비트를 가지게 되는데, 그림 2에

서는 이탤릭체로 표현되었다. 이러한 non- recursive 

비트는 다음과 같은 수식으로 표현되어지는 것이 

가능하다. 

p np [k]= p np [k-1] + ∑
J nr-1

i=0
d nr [ (k-1)J nr + i] +

∑
J r -1

i=0
d r [ (k-1) J r+ i] + ∑

J nr -1

i=0
d nr [ (k-2) J nr+ i]

Ⅲ. Density Evolution과 성능

Density evolution[4] 기술은 최근에 LDPC 코드

의 수렴 성능의 분석을 위해 널리 사용되어지고 있

다. Density evolution 기술을 통해 얻어지는 thresh-

old 값은 에러 확률이 제로로 수렴하는 최소한의 

SNR(dB) 값을 나타낸다. 본 논문에서는 가우시안 

근사화(GA)를 이용하여 Tree-LDPC 코드의 thresh-

old 값을 유도하였다. 

가우시안 근사화를 이용한 density evolution은 

message의 평균을 추적하여 계산할 수 있다. 변수 

노드 및 punctured parity 노드에서는 노드의 입력 

그림 3. Scaling factor를 사용한 Tree-LDPC 코드의 bipartite 
그래프 
(The bipartite graph of the irregular Tree- LDPC codes 
with scaling factor)

message의 합이 출력 message가 되고, check 노드

에서는 sum-product 알고리즘을 사용할 때는 tanh

(․)을 사용하고, min-sum 알고리즘을 사용할 때는 

입력값들의 절대값의 최소치와 입력값들의 부호로 

출력이 결정된다. 

3.1 Density Evolution과 Threshold  

본 장에서는 min-sum 알고리즘에서 scaling fac-

tor를 갖는 Tree-LDPC 코드의 density evolution을 

논문
[5]를 바탕으로 나타낸다. Tree-LDPC 코드의 변

수 노드와 check 노드에서의 min-sum message 전

달 알고리즘은 다음과 같이 나타낸다.

z= λ c+ ∑
q- 1

i=1
w i

             (1)

u r= sign(v r,z r 1
,⋯,z r J r -1

)min

[ |v r|, |z r 1
|,⋯,|z r J r-1

| ]

u nr= sign(λ c,z nr 1
,⋯,z nr J nr -1

)min

[ |λ c|, |z nr 1
|,⋯,|z nr J nr-1

| ]

z는 변수 노드의 Log Likelihood Ratio(LLR) 출

력이고, λ
c
는 채널로부터 받은 message를 나타낸

다. u r , u nr은 각각 recursive check 노드, non-re-

cursive check 노드의 LLR 출력이다.

가우시안 근사화를 이용하여 min-sum density 

evolution을 구하려면 반복 복호를 하는 동안에 

LLR값들의 평균 z , u r, u nr
과 분산 σ 2

z, σ
2
ur

 ,

σ 2
unr

을 추적하면 된다. 교환되는 message에 in-

dependent and identically distribution 가정을 적용

하면 z와 σ 2
z
는 다음과 같이 구할 수 있다. 여기

서 주의할 것은 sum-product의 경우와는 다르게 

min-sum에서는 message 의 확률 밀도 함수(PDF)

에서 symmetric condition 이 성립하지 않으므로 평

균과 분산을 모두 구해야 하는 것이다
[6].

wqz c )1( −+= λ              (2)

222 )1( wz q
c

σσσ λ −+=  u r
, σ 2

r
의 계산은 좀 더 

복잡하여, J r=3 일 때 check 노드의 출력 message

의 확률 밀도 함수(PDF)는 [6]에 의해 다음과 같이 

나타낸다. 
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(3)

f(x)와 F(x)는 각각 PDF와 누적 밀도 함수(CDF)

를 나타낸다. J r > 3인 경우 f u r (x) 는 추가적인 

PDF f v i (x)를 이용하여 ( i≤J r-1) 다음과 같은 

recursive update를 통해 구할 수 있다.

f u r (x) =G(⋯G(G( f v 1
,f v 2

),f v 3
),⋯,f v J r -1

)

(4)

함수 G(․)는 식 (4)의 출력 message의 PDF를 

구하는 함수의 단축 표기이다. 추적해가는 평균과 

분산의 첫 번째 반복에서 사용되는 초기값은 다음

과 같이 채널로부터 수신된 message λ
c
로 나타낸

다. λ
c
는 symmetric 채널에서 받은 값이기 때문에 

symmetric 조건이 유지된다. 따라서 분산 σ 2
λ
c
는 

2 λ c
이다. 

z ( 0) = λ
c
 

u nr
( 0)

= sign( λ c )sign(∏
J nr

1
z nr

( 0)
)min [ | λ c|, | z nr

( 0)
| ]

σ
z

2 ( 0)

= σ λ
c

2 = 2 λ c , σ u nr
2 ( 0)

= σ u nr
2

(5)

( l)번째 반복에서의 평균과 분산은 ( l-1)번째 반

복에서의 평균과 분산을 이용하여 구한다. 변수 노

드에서 recursive check 노드와 non-recursive check 

노드로 가는 message의 평균과 분산은 다음과 같다.

z ( l)= λ
c+ (q-1)× w ( l-1) 

σ 2
( l)

z =σ 2
λ
c
+ (q-1)×σ 2

( l-1)

w

z r
( l)

= z nr
( l)

= z
( l)

σ 2 ( l )

z r
= σ 2 ( l )

z nr
= σ 2 ( l )

z

(6)

마찬가지로, punctured parity 노드에서 recur- 

sive check 노드와 non-recursive check 노드로 가

는 message의 평균과 분산은 다음과 같다.

v r= u r+ u nr

σ 2 ( l )

v r
= σ 2 ( l)

u r
+σ 2 ( l )

u nr

v nr= 2× u r

σ 2
( l )

v nr
= 2×σ 2

( l )

v nr

(7)

Message의 평균과 분산을 구하는 과정을 요약해 

보면, 우선 z의 평균과 분산과 가우시안 근사화를 

이용해서 z의 PDF, CDF를 구한다. 이 것과 식 (3)

을 이용하여 u nr의 PDF, CDF를 구하고 이를 이용

하여 u nr의 평균과 분산을 구한다. 그 다음, unr의 

평균과 분산을 이용하여 v r의 평균과 분산을 구하

고, 이 값을 이용하여 v r의 PDF, CDF를 구한다. 

마찬가지 방법으로 u r과 v nr , w r,  wnr의 평균

과 분산, PDF, CDF를 구하고 w'는 다음과 같이 

구한다.

w'=
J r

J r+ J nr
×w r+

J nr
J r+ J nr

×w nr
    (8)

scaling 인자 α로 인하여 w는 다음과 같이 바뀐다.

w= α w' 

σ 2 ( l )

w = α 2 σ 2 ( l )

w'

(9)

위와 같은 방법으로 ( l+1)번째 반복을 수행한다.

표 1은 각 scaling 인자에 따라 density evolution

에 의해 구해진 threshold들을 나타낸다. recursive 

비트와 non-recursive 비트의 비율이 2 대 2, 3대 1

인 경우 각각 scaling 인자가 0.7, 0.6일 때 가장 낮

은 threshold를 갖으며 이때의 scaling 인자가 최적

의 값임을 알 수 있다.

표 1. 다양한 scaling 인자에 따른 Tree-LDPC 코드의 threshold
(Thresholds of Tree-LDPC codes for different scaling 
factors.)

Scaling

Factor α

Min-sum algorithm with

scaling factor

( Eb/No dB)

Sum-product algo-

rithm

without scaling factor

( Eb/No dB)

α Jr=2,Jnr=2 Jr=3,Jnr=1 Jr=2,Jnr=2 Jr=3,Jnr=1

1 1.61 1.47

0.65 0.77

0.9 1.33 1.19

0.8 1.02 0.94

0.7 0.82 0.81

0.6 5.52 0.80

0.5 1.27
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Ⅳ. 시뮬레이션 결과 및 성능 분석

그림 4에서는 Tree-LDPC 코드의 성능을 컴퓨터 

시뮬레이션을 통해서 구해보았다. 본 시뮬레이션 실

험에 사용된 Tree-LDPC 코드는 정보 블록의 크기

는 2048비트이고, repetition 수는 4이고 recursive비

트와 non-recursive 비트의 비율이 2 대 2인 inner 

code를 갖는다. AWGN 채널을 사용하였으며반복복

호의 수는 20번으로 고정하였고, 전체 코드 rate는 

1/2이다. 비교를 위해 동일한 조건에서 Tree-LDPC 

코드에 scaling 인자를 사용하지 않은 sum-product 

알고리즘 성능도 나타내었다.

Density evolution에서 얻은 최적의 scaling 인자

(α=0.7)가 다른 scaling 인자를 사용한 것에 비해 

성능이 우수한 것을 시뮬레이션을 통해 확인 할 수 

있다.

1.0E-06

1.0E-05

1.0E-04

1.0E-03

1.0E-02

1.0E-01

1.0E+00

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Eb/No

B
E
R

sum-
product

min-
sum,α=1

min-
sum,α=0.7

min-
sum,α=0.9

Threshold=0.81dB
( scaling factor=0.7)

Threshold=1.61dB
( scaling factor=1.0)

Threshold=0.65dB
(sum- product) 0.1dB 0.4dB

0.8dB

0.16dB

그림 4. AWGN에서 다양한 scaling 인자값에 대한 2 대 2 
Tree-LDPC 코드의 성능
(Performance of Tree-LDPC 2-to-2 code over AWGN with 
various scaling factors) 

최적의 scaling 인자를 갖고 min-sum 알고리즘을 

사용하는 Tree-LDPC 코드와 scaling 인자를 갖지 

않은 min-sum 알고리즘을 사용하는 Tree-LDPC 코

드에 대한 성능 향상은 Bit Error Rate(BER)가 10
-3

인 영역에서 약 0.4 dB이며 최적의 scaling인자를 

갖고 min-sum 알고리즘을 사용하는 Tree-LDPC 코드

와 sum-product 알고리즘을 사용하는 Tree-LDPC 코

드는 0.1 dB 차이로 성능이 거의 근접한 것을 알 

수 있다. 이러한 성능 향상은 density evolution을 

통해 얻어진 threshold 결과와도 일치하는 것을 볼 

수 있다.

Ⅴ. 하드웨어 구현  

Tree-LDPC 코드의 복호기를 FPGA를 이용하여 

FSM

SOBC_i
ram

D
em

ux

cu
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15a b c

D_tilde

dat_o

buf_full

idle

inta

frm_sync

clk
rst_n

ena

Tree-LDPC_top

Input
buffer

P_tilde BSM

SOBC_o
ram

State
ram SIC

SOBC
D

em
ux

Inter
rom cnt

wraddr rdaddr

Inter
rom cnt

wraddrrdaddr

NCN

NCNScale

SISO

그림 5. Tree-LDPC 코드의 블록도(block diagram of Tree- 
LDPC code)

구현한 블록도를 그림 5에 나타내었다. Tree 코드 

부분에 대한 복호 알고리즘으로는 Forward-back-

ward 알고리즘(FBA)를 사용하였으며, repetition 코

드 부분에 대한 복호 알고리즘은 SOBC(Soft Out 

Broad Caster)를 사용하였다. FSM 블록과 BSM 블

록은 각각 Forward State Metric, Back-ward State 

Metric을 계산하는 블록이고, SIC는 Soft Informat-

ion을 계산한다. NCN은 Tree 코드를 복호하는 블

록이고, SOBC는 Repetition 코드를 복호하는 블록

을 각각 나타낸다. 정보 블록의 크기는 1024비트이

며 Xilinx사의 xc2v3000 FPGA 칩을 사용하였다.

Ⅵ. 결 론

본 논문에서는 Tree-LDPC 코드가 최적의 scal-

ing 인자를 갖는 min-sum 알고리즘을 사용하는 경

우에 커다란 성능 이득을 갖는다는 것을 보였다. 또

한 최적의 scaling 인자를 결정하는 방법으로 den-

sity evolution이 어떻게 사용되는지 살펴보았다. den-

sity evolution을 통하여 얻은 결과는 컴퓨터 시뮬레

이션을 통해 확인하였다.
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