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라플라스 신호원에 대한 최소평균제곱오차 홑 양자기의 

지지역에 관하여
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요   약

이 논문은 라플라스 밀도 함수에 대한 최적 홑 양자기의 지지역의 증가는 양자점의 개수와 대수적인 관계가 

있음을 보여준다. 구체적으로, 분산이 1인 라플라스 밀도함수에 대해서 양자점의 개수 N이 증가할 때 최적 양자

기의 경계값에 의해 결정되는 지지역과 





의 비율이 1로 수렴함을 보여준다. 또한 극한 상한값을 유도하여 

최적 지지역의 로그적 증가가 그 값을 초과하지 않음을 보였다. 이 결과들로부터 이전부터 경험적으로 연구되어 

온 최적 지지역의 로그 증가를 확인 할 수 있다.

Key Words : Laplacian source, Scalar quantizer, Mean-squared error distortion, The optimum support 

ABSTRACT

This paper shows that the support growth of an optimum (minimum mean square-error) scalar quantizer for 

a Laplacian density is logarithmic with the number of quantization points. Specifically, it is shown that, for a 

unit-variance Laplacian density, the ratio of the support-determining threshold of an optimum quantizer to  








 converges to 1, as the number  of quantization points grows. Also derived is a limiting upper bound 

that says that the optimum support cannot exceed the logarithmic growth by more than a constant. These 

results confirm the logarithmic growth of the optimum support that has previously been derived heuristically. 
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Ⅰ. 서 론

Nitadori는 라플라스 밀도를 갖는 신호원에 대하

여 짝수의 양자점을 갖는 최적 대칭 홑 양자기를 

그 경계값들과 양자점들 사이의 최소거리의 제곱으

로 표현했다
[1]. 그림 1에 대칭 양자기의 양의 부분

에 2K개의 양자점들을 검은 점으로 나타냈다. 

Nitadori는 경계값들 (      )과 양자점들 

(   을 무한대로부터 0의 방향으로 일일이 

열거하여 나타냈다. 양자화 구간     과 그것

에 대응하는 양자점 가 주어진 경우 하위구간의 

크기  를  로 정의하며, 상위 구간의 크기는 

 로 정의한다. 그림 1은 최적 양자기의 경

우 두 구간이 모두 양의 부분에 있다고 가정하고 

하위구간의 크기는 그 왼쪽에 위치한 상위구간의 

크기와 같음을 보여준다.

Nitadori는 분산이 1인 라플라스 밀도함수에 대
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한 2K의 양자점을 갖는 최적 대칭 홑 양자기  ∗


의 제곱 평균 오차 왜곡  ∗
 를 다음과 같이 

보였다.

 



              (1)

  
∗   

               (2)

최적 대칭 양자기를 위한 위의 결과는 라플라스 

밀도 함수에 대해서도 적용이 가능한데. 이것은 라

플라스 밀도 함수에 대한 최적 양자기의 대칭구조 

때문이다
[2]. 여기서 특이한 사실은 라플라스 밀도 함

수에 대한 최적 양자기의 구간 크기들 

(   )의 값은 양자기의 양자점들의 개수와

는 상관이 없다는 것이다. 이것을 증명하기 위해  ∗

와  ∗
을 라플라스 밀도 함수에 대한 2K와 의 

양자점을 가지는 최적 양자기라 하자. 그리고,  ∗

의 양의 하위구간 크기를         라 하고, 

∗의 양의 하위구간 크기를          라 

하자. 그러면               라

는 사실을 알 수 있다. 이 사실로부터 라플라스 밀

도 함수에 대한 최적 양자기의 비반복적 설계방법

이 유도되었다
[1],[2],[3]. 양자기의 지지역은 양자화 크

기들의 집합으로 정의할 수도 있다(지지역은 대략적

으로 granular 영역과 같다.). 그림1에 양자기 지지

역의 범위를   로 나타냈다. 최외곽 경계값 

에 의해 결정되는 지지역은 양자기 전체의 지지

역을 결정하며, 최적 양자기의 성능에 대한 평가를 

가능하게 해준다. 또한 최적 양자기의 경우에 그 값

의 좋은 평가가 가능하다면 수렴함을 확신할 수 있

으며, 로이드 맥스 알고리즘 [5, 6]에서의 최외곽 경

계값을 찾기 위한 반복횟수를 줄일 수 있다. 이러한 

역할 때문에 양자기의 지지역은 많은 관심을 갖게 

되었다. 

2K점 최적 양자기 ∗의 경계값 에 의해 결

정하는 지지역은 하위 구간들의 합으로 나타낼 수 

있다.

  
 



            (3)

최근 양자점의 개수로 직접적으로 을 찾는 다

양한 방법들이 유도되고 있다[7](수치적 관찰에 기초

를 한 연구들도 있다[6]).

 ≈


   

여기서 c는 상수값이며 방법에 따라  

  




또는  


의 값들을 갖는다. 이 결과값들을 정

밀하게 증명하는 것이 이 논문의 목적이다. 구체적

으로 다음을 보이는 것이다.

lim
→∞





 


 

즉, 최적 지지역은 양자점의 개수와 관련하여 로그 

증가하게 된다는 것이다.

또한 극한 상한값은 다음과 같이 유도된다.

lim
→∞
 



  ≤ 

여기서   은 불확정 상수값이다. 이 사실은 최적 

지지역은 어떤 상수값에 의해 로그 증가를 초과할 

수 없음을 보여준다. 따라서, 이런 극한 결과들로 

[7]에서 유도한 최적 라플라스 양자기의 지지역이 

대수적인 증가를 한다는 사실을 확인할 수 있다.

Ⅱ. 최적 지지역에 대한 극한 정리들

이 절에서는 최적 점 양자기  의 지지역에 

대한 두가지 극한 결과를 소개하고 증명한다.

2.1 최적 지지역의 성장률

아래의 정리 1은 라플라스 밀도원에 대한 최적 지

지역의 성장률은 로그 함수의 성질을 가짐을 보여준다.

[정리 1]

을 라플라스 밀도함수  의 점 최적 양

자기 ∗의 지지역을 결정하는 경계값이라 하자. 그

러면, 다음과 같은 결과를 얻게 된다.
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lim
→∞








              (4)

[증명] 

라플라스 밀도 함수 에 대한 팬터-다잇 공

식이 다음과 같이 알려져 있다[8,9].

lim
→∞


∗   

∞

∞





  


    (5)

그리고, 각각의     에 대해서 값 는 다

음과 같이 존재하게 된다.


∗  

  


  

위의 식에서 는 lim
→∞
   인 성질을 가지고 

있다. 또한 여기서 양자기의 왜곡은 반드시 양의 값

을 가져야 하기 때문에 각각의 에 대해서 

    임에 주의해야 한다. 위로부터

 


 

여기서,  이고, 는 와 같은 성

질을 가지고 있다. 즉, lim
→∞
  이 된다. 식(3)을 

사용하여 다음을 얻는다.

 



 











 


 

또는







 








 


 








 







 













 





위로부터 다음을 얻을 수 있다.

   



≤ 

 








 
















 

 

≤


 








 







 













 



≤


 







 










위에서 마직막 등식은 다음을 사용하여 얻을 수 

있다
[10, p.470].      










  

      (7)

→∞이면 →∞이기 때문에,   일 때 식

(6)의 오른쪽 두번째 항을 위한 이 다음과 같은 

조건으로 존재하게 된다.






 






  

또한 식(6)의     일 때 오른쪽 첫 번째 항에 

대한 는 을 만족하는데, 이것은    

을 의미한다. 즉, 다음처럼 나타낼 수 있다. 




 










 










 







      (8)

식(8)의 오른쪽의 첫 번째 부분의 분자의 결과값

이 유한하고 분모의 값은 한계가 없이 증가하기 때

문에,  을 만족 시키는 의 값이 존재한다. 

라는 의미는 다음과 같다.
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


 





 



그리고 식(8)의 두 번째 부분은 다음과 같이 경계가 

된다.




 



 











 

  


 

  




위 식의 마직막 부등식은 식(7)로 부터 유도되었다. 

≡  에 대해서 다음을 얻는다.




 



 


따라서, ≡  에 대한 식(8)의 

상한값은 


이다. 결론적으로 위의 결과들로부터 

≡  에 대한 식(6)의 오른쪽 항

의 상한값은 가 된다. 따라서, 위에서   이라 

임의적으로 정했기 때문에 다음을 구할 수 있다.

lim
→∞






 







  

마찬가지로 식(7)로부터 다음을 구할 수 있다.

lim
→∞



 







 

결론적으로 정리를 하면 다음과 같다.

lim
→∞






 









  lim
→∞






 








 lim
→∞



 







 

이것으로 증명을 마치겠다.

정리1은 최적 지지역과 

의 비율이 어떤 

상수에 가까워지는 것을 보여준다. 그러나 앞의 두 

값들은 경계치가 없이 증가하기 때문에 두 값의 차

이는 무한대가 될 수 있다. 다음절에서 이 문제를 

다룰 것이다.

2.2 최적 지지역을 위한 상한값

아래의 정리 3은 최적 지지역의 로그 증가는 어

떤 상수값 이상 증가 하지 않음을 보여준다. 이것은 

양자기의 왜곡을 계산 할 수 있는 양자기의 수열을 

만들고 그것들로 극한 상한값을 구함으로써 증명을 

한다. 자세한 계산법은 부록을 참고하면 된다.

다음의 보조정리는 어떤 값의 제곱근과 아주 작

은 값(무시할 수 있을 정도)의 합을 다루는데 유용

하다.

[보조정리 1]  

 
∞

  
 은 0으로 수렴하는 실수의 수열이라 하고, 

 
∞

  
 는 다음과 같이 정의 되는 실수의 수열이라 

하자.







  







위에서 는 어떤 상수값이다.  그러면,

lim
→∞
  

[증명] 

보조정리1에서   










를 

얻을 수 있다. 다음으로 왼쪽항을 












으로 한번 곱하고 나누어준다.

  








































 


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위 식을 사용하여 lim
→∞
 lim

→∞

 


 을 

얻을 수 있다.

[정리 2]

은 라플라스 밀도함수  의 2K 양자점을 

갖는 최적 양자기 라하면

lim
→∞
 



  ≤    (9)

위에서   값은 미정의 상수값이다.

[증명] 

부록에 quantile 양자기  의 왜곡은 최적 양자

기에 대한 상한값을 제시하였다. 즉,


   

   









은 미정의 상수값이며, 는 lim
→∞
  의 성

질을 가진다. 양변에 제곱근을 취함으로써 각각의 

에 대한 상한값을 얻는다.

 ≤








 

≡












보조정리2에서 →이면 →임을 알 수 있다. 

따라서, 경계값 의 상한값은 다음과 같다.

  
 



  ≤
 









 










 

 




≤



 






 





 









 







         (10)

식 (10)의 오른쪽 편의 각각의 항에 극한을 취하면 

수렴값을 얻는다. 그 중 첫 번째 항은 다음과 같이 

됨을 알 수 있다.

lim
→∞


 






 

 lim
→∞


 






  lim

→∞
 

 

  

위에서 






    는 Euler 상수값 

  ⋅⋅⋅으로 수렴한다는 사실을 이용하였

다[10, p. 470]. 두 번째 항 


∞



의 수렴값은 




이 된다. 그리고 세 번째 항은 으로 수렴한다. 

→ 이기 때문에 를 에 대한 한계값이라 하

면 다음의 관계를 얻을 수 있다.


  




 ≤

 





≤

 

∞






             

위의 식은 



가 summable 함을 보여준다. 따 라서 




 


는 로 수렴하게 된다.

그리고, 식 (10)의 양변에 lim sup을 취하고 오

른쪽 항의 수렴값을 알면 다음을 얻을 수 있다.

lim
→∞
  





≤ 

⋅ 


⋅




 
  

∞ 


(11)

식(11)의 오른쪽 항의 전부를 값이라 정의하고 

증명을 마치겠다.

Ⅲ. 결 론 

이 논문은 라플라스 신호원에 대한 최소평균제곱

오차 양자기의 지지역에 대한 극한 결과를 고찰하

였다. 구체적으로, 이 양자기의 지지역은 양자점의 

개수에 대해서 로그 선형 증가함을 증명하였다. 또

한, 양자점의 개수가 무한정 증가할 때, 양자기의 

지지역을 결정하는 최외곽 경계값 과 로그 선형 

함수의 차이가 상수값으로 한정됨을 증명하였다. 이 
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논문에서 최외곽 경계값 을 양자점의 개수에 대

한 함수로 공식화하였는데, 이 공식은 다음과 같은 

의미를 갖는다. 첫째, 이 공식은 양자점의 개수 

이 증가할수록 정확해진다. 따라서, 실제로 설계한 

양자기의 최외곽 경계값 과 이 공식을 비교하여 

최적에 얼마나 근접하는지를 평가할 수 있다. 둘째, 

어떤 신호원에 최적으로 동작하도록 설계된 양자기

가 이와는 다른 신호원에 사용되어 설계된 의도에 

따라 동작을 하지 않는 상황을 양자기의 불일치라

고 하는데, 이 경우에 이 공식을 사용하여 불일치된 

양자기의 성능을 고찰할 수 있다. 이런 점에서 이 

논문의 기여도가 높을 것으로 기대된다.

그림 1. 최적 대칭 양자기 의 양의 부분.

Fig 1. The nonnegative half of of an optimum symmetric 

quantizer 

그림 2. Quantile 양자기 의 설계.

Fig 2. The design of a quantile quantizer 

부 록 : 점근 quantile 양자기

식 (1)의 라플라스 밀도함수 에 대한 점 

대칭 양자기 는 다음과 같이 설계한다.

양자점과 경계값들은 그림 2와 같이 나타내었다. 

(1) 양의 경계값 는 다음과 같이 구할 수 있다.








            (12)

 


∞

∞

 

 







 

    (13)

여기서   임.

(2) 양의 양자점 은 밀도함수 에 대하여 

각각의 양자구간     의 무게중심이 된다.

 










 


        (14)

(3) 음의 경계값과 양자점은 양의 부분의 값들의 

경상(mirro image)에 의해서 얻을 수 있    

다. 양자화구간     의 크기를 △라 

하면, 그 경계값 는 다음과 같다.

  
 

 ∆           (15)

여기서   임.

식(13)의  ∙를 흔히 라플라스 밀도함수 

에 대한 최적 양자기의 점근 양자점 밀도 함수라 

한다. 위의 과정에 의해 설계된 양자기는 그 양자화 

크기가 


quantile의 배수에 의해서 구해지기 때문

에 


-quantile 양자기라 한다. 이와 비슷한 quan-

tile 양자기에 대한 연구가 이미 되어 왔는데, 그 예

로 Cmabains and Gerr[11]의 경우 어떤 조건 하에 

신호원의 밀도 함수에 대한 quantile 양자기의 점근

적 최적화를 보였다. 이와 같은 접근법과는 달리 이 

논문에서는 라플라스 신호 밀도 함수에 대한 왜곡 

표현을 직접 계산법으로 유도하였다. 구체적으로 이

것은 아래의 평균제곱오차왜곡으로 주어진다.

   












       (16)

위의 식에서 는 불확정 상수값이고, 는 

 →∞  인 성질을 가진다. 를 으로 바

꿔주면 위의 식은   






와 같

다. 여기서 →∞이면 
  →인 사실로

부터 는 점근적으로 최적화됨을 알 수 있다.
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왜곡식  의 유도

양자기의 왜곡   는 양자화 구간    

의 왜곡 들의 합과 같으며, 대칭성에 의해 다음

과 같다.

   
  



          (17)

 


 
 

       (18)

     그리고, △에 대한 의 완전한 식을 

찾기 위해서는 먼저 에 대한 식을 구한 후, 식

(18)을 이용한다. 식(14)로 의 값을 찾을 수 있다.

     





∆ 
∆∆ 

    

이 값을 식(18)에 대입하여 를 구한다.

  


 

∙
∆ ∆


∆ 


∆ 



   (19)

또한 식(13)으로부터   △  와 의 관계를 

구한다.


∆   







                 

위 식의 양변에 로그를 취하여 다음을 구한다.

∆ 

 







                 

위의 결과와 식(15)를 이용하여 에 대한 △

는 다음 식과 같다.

∆ 

 


    (20)

위의 지수 형태는 다음과 같다.


∆   


      (21)

최종적인 경계값 는 식(15)에 식(20)을 대입

하여 다음과 같이 구해진다.

   





     

또는


   


        (22)

식(19)의 왜곡 는 식(20), (21), (22)를 사용하

여 에 대해 직접적으로 표현할 수 있다.

 

 

 


 



 
 

 

그리고, 

 


위의 식을 다시 표현하면 다음과 같다.

  

 

 







 
 

 

    (23)

 


                        (24)

식(23)의   

은    에 대

한 테일러 시리즈이다. 즉,

  


  

  

∞






 

  







 






⋅

 


⋅

⋅⋅⋅

     (25)

식(23)에 식(25)를 대입하면 다음과 같다.
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  

 










 



  

∞






 

  






 
 

 

  (26)

위의 식에서


 













 



  

∞






 

  









 



 

라 하면 
     가 로 수렴함을 알 수 있다.

즉,   
  에 대하여 다음과 같이 나타낸다.

  







 

 


             


  가 수렴하기 때문에, ∞

 를 라 

하자. 그러면 →∞로 증가하게 되면 

∞
    

  은 0로 수렴하게 된다. 

이것을 적절히 인용하여 다음을 얻게 된다.

  






 






  







     (27)

위 식에서  라 하면 식(16)과 같다. 

의 수치적인 결과값은   일 때, 

≈ 의 수치적 결과를 얻을 수 있다.
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