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요     약

본 논문에서는 ≥이고 ≡±  인 경우에 대해서 주기가  인 진 Sidel'nikov 수열의  상에서

의 선형복잡도의 하계와 1-오류 선형복잡도의 상계를 유도한다. 특히 ≥ 이고 ≡   인 경우에는 3진 

Sidel'nikov 수열의 정확한 1-오류 선형복잡도를 계산한다. 이 결과들을 바탕으로 선형복잡도와 1-오류 선형복잡도

의 주기에 대한 비율의 근사적 특성을 제시한다. 
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ABSTRACT

In this paper we derive some lower bounds on the linear complexity and upper bounds on the 1-error 

linear complexity over  of  -ary Sidel'nikov sequences of period   when ≥ and ≡±   . In 

particular, we exactly compute the 1-error linear complexity of ternary Sidel'nikov sequences when 

≡     and ≥ . Based on these bounds we present the asymptotic behavior of the normalized linear 

complexity and the normalized 1-error linear complexity with respect to the period.

Ⅰ. 서 론

Sidel'nikov 수열은 1969년에 Sidel'nikov에 의해 

처음 제안되었다[1]. 그리고 Lempel 등도 이와 독립

적으로 이진 Sidel'nikov 수열을 제안하고 최적의 

자기상관(autocorrelation) 특성을 가진다는 것을 증

명하였다
[2]. 선형복잡도(linear complexity)와 -오류 

선형복잡도(-error linear complexity)는 수열의 암

호학적 성능을 평가하는 중요한 척도이다. 주기

(period)가 인 수열       ⋯ 의 

선형복잡도 는 다음과 같이 정의된다:

   ,

여기서    ⋯ 

이다. 그리고 의 -오류 선형복잡도 는 다

음과 같이 정의된다[3]:

  ≤ ≤,

여기서 는 주기가 인 수열이고  는 의 한 

주기에 해당하는 해밍 무게(Hamming weight)이다. 

Sidel'nikov 수열의 선형복잡도에 관한 연구는 

Helleseth와 Yang에 의해 시작되었다
[4]. 이후에 
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Helleseth 등에 의해 이진 Sidel'nikov 수열의   

상에서의 선형복잡도에 대한 공식이 유도되었다
[5],[6]. 

그리고 Eun 등은 이진 Sidel'nikov 수열의   상에

서의 1-오류 선형복잡도를 정확하게 계산하였다[7]. 

또한 최근에 Kim 등에 의해 진 Sidel'nikov 수열

의   상에서의 선형복잡도에 관한 연구결과들이 

발표되기 시작하였다
[8],[9].

본 논문에서는 ≥인 경우에 진 Sidel'nikov 

수열의   상에서의 선형복잡도의 하계(lower bound)

와 1-오류 선형복잡도의 상계(upper bound)를 구하

고 각각의 주기에 대한 비율의 근사적 특성을 서술

한다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. II장에서는 진 

Sidel'nikov 수열에 대해 소개하고 ≥이고 

≡±  인 경우에   상에서의 선형복잡도의 

하계를 유도한다. III장에서는 같은 경우에 대해서 

1-오류 선형복잡도의 상계를 구하고 ≡  이

고 ≥인 경우에 대해서 3진 Sidel'nikov 수열의 

1-오류 선형복잡도를 정확하게 계산한다. 그리고 IV

장에서는 얻어진 결과들에 대한 예제를 제시하고 V

장에서 결론을 맺는다.

Ⅱ. M진 Sidel'nikov 수열의 선형복잡도

≥이고 는 보다 큰 소수이며   이

라 가정하자. 또한, 

의 원시원소(primitive 

element) 와     에 대해서 다음 집합

을 정의하자: 

 
   ≤≤ .

이 때, 주기가  인 진 Sidel'nikov 수열 

        는 다음과 같이 정의된다[1]:

   
∈

 
 

여기서   일 때 는 균형성(balancedness)를 만

족한다. 본 논문에서는   인 경우를 다룬다. 

수열 의   상에서의 선형복잡도는 이산 푸리

에 변환(discrete Fourier transform)의 해밍 무게와 

같다[10]. 의 주기가 일 때 이산 푸리에 변화은 

다음과 같이 정의된다:

  


  

  

 .

Kim 등은 진 Sidel'nikov 수열의 이산 푸리에 

변환을 다음과 같이 유도했다.

정리 1.[8],[9] 소수 에 대해서   이고 

이라 하자. 주기가  인 진 Sidel'nikov 

수열 의 이산 푸리에 변환은 다음과 같이 유도 된다:

  


  
  

 


 

,       (1)

여기서      , ≤≤ 이다.

2.1 ≡  인 경우

주어진 조건에서 이 자연수가 되기 위해서 은 

2 이상의 짝수여야 한다. 인 경우에  과 

 을 Lucas 정리[11]에 따라 모듈로 에서 전개하

면 규칙적인 형태를 얻는다[8],[9]. 이것을 다음과 같

이 3 이상의 에 대해 일반화할 수 있다.

보조정리 2. 소수 에 대해서 , ≥이고 

은 2 이상의 짝수일 때,   이라 하자. 

≤≤ , ≤≤에 대해  은 다음과 

같이 전개할 수 있다:

  
  


  
⋯





  

여기서  
 

  

 
 , ≤ ≤이다.          □

정리 3. 소수 에 대해서 , ≥이고 

은 2 이상의 짝수일 때, 주기가  인 진 

Sidel'nikov 수열 의   상에서의 선형복잡도 

는 다음을 만족한다:

(a) 이 홀수인 경우,

≥  
 

 

 

(b) 이 짝수인 경우,

≥  
 

 

 

 
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증명) (1)에서 모든 ∈   에 대해 

   이면    
 ≠이다. 또한 어

떤  , ≤ ≤에 대해 ≠, 
 ∉이

고 모든 ≠에 대해서    이면

   










≠

이다. ∈에 대한 필요충분조건은      

이고, 이 조건은  이 성립할 때만 만

족된다.    ⋅이므로 이 

홀수인 경우에는 모든 에 대해  ∉이고, 이 

짝수인 경우에는  일 때만 ∈이다.

  ≠ ≤≤≥인 의 개수를 

라 하고         ,    

    라 하자. ≤≤일 때 ≤

≤일 때 ≤ ≤이 성립하도록 

        을 선택하는 경우의 수는 

 이다. 이러한   

     에 대해서   ≠ ≤≤

≥가 성립할 조건은 ≥이고  ≥

를 만족하는 것이다. 이러한         를 선

택하는 방법의 수는 이다. 여기서 

  인 경우를 배제하면

 
 

 

  

이다. 그리고 이 짝수일 때  ≠이고 

≠에 대해서는    인 의 개수를  ′라 

하면  ′은 ≤  ≤인 의 

개수와 같으므로

 ′ 

이다. 따라서 이 홀수인 경우에

≥ 

이고 이 짝수인 경우에

≥  ′

이다.                                     □

정리 3의 결과에서 이 홀수일 때


 

 

  ≤
 



,


 

 

  ≥ 

이 성립하므로 

≥ 





 


 





임을 알 수 있다.

다음과 같이 4진 Sidel'nikov 수열에 대해서 더

욱 엄밀한 선형복잡도의 하계를 얻을 수 있다.

정리 4.  , ≥인 소수 에 대해서 이 

 이상의 짝수일 때, 주기가  인 진 

Sidel'nikov 수열 의   상에서의 선형복잡도 

 는 다음을 만족한다:

 ≥
     .

증명) 정리 1에 의해    에 대한 필요충분조건은 

  

 










이 성립하는 것이다. 따라서 모든 ∈  에 대

해서    이면    이다. 그리고   ∉

이므로 와  중 하나만 0인 경우에도  

≠이다. 따라서 

 ≥
    

     

이므로 주어진 식이 성립한다.                □

2.2 ≡  인 경우

  이 경우에 모든 자연수 에 대해서 은 자연수

이다. 이 을 나누기 때문에 은 모든 에 

대해서 의 원소이다. 이라 두면  을 

모듈로 에서 다음과 같이 전개할 수 있다:

  
  
 

  
 ⋯


  .

www.dbpia.co.kr



논문 / 진 Sidel'nikov 수열의   상에서의 선형복잡도와 1-오류 선형복잡도

1153

이 식을 이용해서 다음 결과를 유도할 수 있다.

정리 5. 어떤 소수 에 대해서 , ≥이

고 은 양의 정수라 하자. 주기가  인 진 

Sidel'nikov 수열 의   상에서의 선형복잡도 

는 다음을 만족한다:

≥  .

증명)  
 

  

 
에 대해        

라 하자.  이면 모든 에 대해    이므로 

  ≠이다. 이러한 의 개수를  ′이라 하면

 ′  

이고 다음이 성립한다:

≥  .              □

정리 3, 4, 5를 통해 ≡±  일 때 주기가 

 인 진 Sidel'nikov 수열의   상에서의 선

형복잡도를 주기로 나눈 값은 이 커질 때 근사적

으로 1에 수렴한다는 것을 알 수 있다.

Ⅲ. M진 Sidel'nikov 수열의 1-오류 

선형복잡도

Eun 등은 원래의 수열에 1비트 이하의 오류가 

더해진 수열의 이산 푸리에 변환을 써서 이진 

Sidel'nikov 수열의 1-오류 선형복잡도를 정확하게 

계산하였다[7]
. 길이가  이고 해밍무게가 0 또는 

1인 오류수열은 ∈ , ≤≤ 에 대해 다음

과 같이 나타낼 수 있다:

       ≤≤ ,

여기서  는    이고 ≠에 대해서    

이다. 원래의 수열에 1비트 이하의 오류가 더해진 

수열 의 이산 푸리에 변환을 이용해서 다음 

결과들을 얻을 수 있다.

3.1 ≡  인 경우

정리 1과 보조정리 2를 이용해서 다음 결과를 얻

을 수 있다. 

정리 6. 소수 에 대해서 , ≥이고 

은 2 이상의 짝수일 때, 주기가  인 진 

Sidel'nikov 수열 의   상에서의 1-오류 선형복

잡도  는 다음을 만족한다:

 ≤
 
 

 

  .

증명) 1비트 이하의 오류가 더해진 수열 의 

이산 푸리에 변환   는 다음과 같다:

    


  
  

 


 

.

따라서

 


  
  

 


 

이다.  


 ≠에 대해한 필요조건은 적어

도 하나의 에 대해서  ≠이 성립하는 것이다. 

≤≤이고 ≤ 일 때  

≠인 가 적어도 하나 존재하기 위해서는 ≥이

고  ≥이 성립해야 한다. 그러한 의 개

수를  ″라 하면 

 ″ 
 

 

  

이고 


 의 선형복잡도는  ″보다 작거나 

같다. 따라서 1-오류 선형복잡도의 정의에 의해 주

어진 정리가 성립한다.                       □

특수한 경우로서 3진 Sidel'nikov 수열에 대해서

는 다음과 같이 1-오류 선형복잡도를 정확하게 계산

할 수 있다.

정리 7. 소수 에 대해서  , ≥이고 은 

4 이상의 짝수일 때, 주기가  인 3진 

Sidel'nikov 수열 의   상에서의 1-오류 선형복

잡도  는 다음을 같다:

   
   .

증명) 인 경우에  의 이산 푸리에 변환 

  는 다음과 같이 주어진다:
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    
  



  

 







각각의 에 따른  의 선형복잡도를 다

음과 같은 경우들에 대해서 비교해 본다.

i)   인 경우 

    에 대한 필요충분조건은   

 

이다. 따라서  는  ≠이거나  ≠인 

의 개수와 같으므로 보조정리 2에 의해 

   
   

이다.

ii)  인 경우 

이 경우에는 원래의 수열 가 유지되므로 

≥에 대해서

 ≥
  ≥ 

이 성립한다. 

iii) ≠, ∈이고 ≠인 경우

    을 만족하는 의 개수를 라 하자. 

 ∉이고 ∈이므로

    

   


 

≤   

     

  

≠   ≠

≤    ≠  

≠

≤

 
 

이 성립한다. 따라서

   
  ≥

  

이므로 ≥일 때

 ≥ 

이다.

iv) ≠, ∉인 경우

  을 만족하는 에 대해서     에 

대한 필요충분조건은   

 이다.  ≠인 

에 대해서     이 성립하기 위해서는  ≠
이거나  ≠을 만족해야 한다. 따라서 다음 식을 

얻을 수 있다:

 ≤
   ≠  


≠

≤

 
   

.

따라서 

 ≥
 

   

이므로 ≥일 때

 ≥ 

이다.

그러므로 i), ii), iii), iv)의 결과에 의해 주어진 

정리가 성립함을 알 수 있다.                 □

3.2 ≡  인 경우

정리 5의 증명 과정으로부터 다음을 얻을 수 있다. 

따름정리 8. 어떤 소수 에 대해서 , 

≥이고 은 양의 정수라 하자. 주기가  인 

진 Sidel'nikov 수열 의   상에서의 1-오류 선

형복잡도  는 다음을 만족한다:

≤ .       □

정리 6, 7과 따름정리 8로부터 ≡±  일 

때 주기가  인 진 Sidel'nikov 수열의   상

에서의 1-오류 선형복잡도의 주기에 대한 비율은 

이 커질 때 근사적으로 0에 가까워진다는 것을 알 

수 있다.

Ⅳ. 예 제

정리 3과 정리 7에 의해  일 때  의 하

계 와   의 상계 는 각각 다음과 같다:
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  
  ,

  
   .

마찬가지로  일 때는 다음을 얻을 수 있다:

  
  ,

  
   .

표 1은 이 변화할 때 이러한 값들의 주기에 대

한 비율을 나타낸다.


  


  

  
  

 

2 0.8750 0.4583 0.8750 0.3917

4 0.9760 0.1779 0.9826 0.1223

6 0.9960 0.0614 0.9977 0.0347

8 0.9993 0.0203 0.9997 0.0095

표 1.  일 때 주어진 경계의 비교 ().

정리 4와 정리 6에 의해  인 경우에  

의 하계 와   의 상계 는 각각 다음과 

같다:

  
     ,

  ⋅
     .

표 2는 서로 다른 에 대해서 주어진 선형복잡

도의 하계와 1-오류 선형복잡도의 상계의 주기에 대

한 비율을 나타낸다.


 


  

  
  

 

2 0.8750 0.3917 0.8583 0.4417

4 0.9826 0.1223 0.9447 0.1438

6 0.9977 0.0347 0.9794 0.0420

8 0.9997 0.0095 0.9931 0.0118

표 2. 일 때 주어진 경계의 비교 ( ).

Ⅴ. 결 론

≥이고 ≡±  인 경우에 대해서 주기

가  인 진 Sidel'nikov 수열의   상에서의 

선형복잡도의 하계와 1-오류 선형복잡도의 상계를 

구하였다. 이 커짐에 따라 선형복잡도의 주기에 

대한 비율은 1에 수렴하지만 1-오류 선형복잡도의 

주기에 대한 비율은 0에 가까워진다는 것을 알 수 

있었다. 또한 ≡  이고 ≥일 때 3진 

Sidel'nikov 수열의 1-오류 선형복잡도를 정확하게 

계산하였다.
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