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요   약

본 논문은 엘레멘트 인버스 처리에 근거한 재킷 변환을 통한 DFT 행렬의 새로운 표현을 다룬다. DFT 행렬의 

역을 단지 재킷 변환의 소행렬 분해에 따라 표현하며 이러한 결과는 DFT 행렬의 역이 단지 이의 희소 행렬과 치

환 행렬에만 관련됨을 보여준다. 재킷 행렬을 통한 DFT 행렬의 분해는 블록 변조 특성을 나타내는 강한 기하 구

조를 갖는다. 이는 재킷 행렬을 통해 분해된 DFT 행렬은 블록 변조 과정으로 해석할 수 있음을 의미한다.
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ABSTRACT

This paper addresses a new representation of DFT matrix via the Jacket transform based on the element in-

verse processing. We simply represent the inverse of the DFT matrix following on the factorization way of the 

Jacket transform, and the results show that the inverse of DFT matrix is only simply related to its sparse matrix 

and the permutations. The decomposed DFT matrix via Jacket matrix has a strong geometric structure that ex-

hibits a block modulating property. This means that the DFT matrix decomposed via the Jacket matrix can be 

interpreted as a block modulating process.
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Ⅰ. 서 론

아다마르(Hadamard) 행렬은 신호 및 영상 처리

를 위한 매우 실용적인 직교행렬의 하나이다[1]. 일

반적으로 실베스터-아다마르(Sylvester-Hadamard) 행

렬이 원소는 +1 또는 1로 구성된다. 따라서 이러한 

행렬의 계산은 단지 가산과 감산만으로 수행된다. 

최근, 중앙 가중치 아다마르 행렬을 일반화한 재킷

(Jacket) 행렬이 소개되었다
[2]. 재킷 행렬이라는 명

칭은 뒤집어 입는 재킷(reversible jacket)의 기하 구

조(geometric structure)에서 유래한다. 이는 기존의 

일반적인 아다마르 행렬을 포함하지만
[1-3], 가중치 ω

를 가지며, ω는 j 또는 이다. 여기서 는 정수, j

는 허수 단위(imagination unit),  , 아다마르 

행렬의 중앙부에 위치한다. 또한,  , 

∈ 인 재킷 행렬 은 대칭적(symmetric)

이다[4-6]. 전방(forward) 행렬의 가중치 원소의 위치

는 이의 역 행렬의 비가중치 원소에 의해 대체될 
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수 있지만 이들의 부호(signs)는 전방 행렬과 역 행

렬에서 변하지 않는다[7-9]. 이는 매우 흥미로운 상보 

행렬 관계를 의미한다. 

<정의 1> 비영(零) 원소로 이루어진 다음과 같은 

크기 ×의 행렬 에 대해

 











     
     
  

           

      (1)

이의 역 행렬이


  











     
     
  

           

   (2)

와 같은 경우 이를 재킷 행렬이라 한다. 여기서, C

는 정규화 상수, T는 행렬의 전치(transposition)를 

나타낸다. 

일반 정의에서 정방 행렬    과 이의 역 

행렬은 행렬의 원소 단위의 역으로 정의되며, 


   


  , ≤, ≤을 엘레멘트 인버스

(element inverse)라 한다. 아다마르 행렬, DFT 행

렬 등 몇몇 유용한 행렬 또한 재킷 행렬 계열에 포

함시킬 수 있다
[9].

Ⅱ. DFT의 소행렬 분해

이산 푸리에 변환(DFT)은 주어진 시컨스 x(m), 

≤≤에 대한 푸리에 표현이며,  다음과 같

이 정의된다.

  
  

  

 , ≤≤     (3)

여기서 
 


. N점 푸리에 행렬을 

[ ]Nnm
N WF = ,   으로, 그리고 

× 실베스터-아다마르 행렬을 으로 나타내

기로 한다. 

실베스터-아다마르 행렬은 크로네커 곱(Kronecker 

products)을 연속 적용함으로써 다음과 같이 반복적

으로 생성되며, 

  ⊗ ,              (4)

여기서,   그리고 


 


 


이다. 이

하에서는 F 및 H 행렬의 차원(dimension)이  , 

  인 경우만을 고려한다.

<정의 2> 희소 행렬 은 과 을 연결시

키면, 다음과 같이 H에 근거한 F의 소행렬 분해

(factorization)에 의해 계산될 수 있다.  

  

       (5)

  



    

       (6)

 행렬의 구조는 다소 모호하지만 의 존재에 

관한 보다 간단하고 흥미로운 관계를 보일 수 있다. 

직접 곱을 이용하는 DFT을 제시하기 위해 W의 표

기를 소문자  로 바꾸면 은 N점 W에 

대한 단위원상의  번째 근(root)이 된다. 

 




 

 



 

 




              (7)

다음과 같이 정의하자.

 




 

 



 

 
 


 

및

    


 
 



               (8)

이를 일반식으로 나타내면 다음과 같다.

  
       

및 

                  (9)

Ⅲ. DFT에 대한 재킷 유형의 희소 행렬 분해

이제 본 논문에서 문헌 [9]에 제시되어 있는 일

반화된 가중치 아다마르 표현으로부터 재킷 행렬을 

나타내기로 한다. 
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  

      (10)

여기서,   , ∈  그리고 은 

의 희소 행렬이다. 따라서, 재킷 행렬의 역은 

다음과 같이 간단하게 나타낼 수 있다. 

 
    

                (11)

여기서, ⌊⌋은  
 의 희소 행렬이다. 재킷 

행렬이 엘레멘트 인버스 특성을 가지기 때문에 재

킷 행렬의 역 또한 재킷 행렬이 된다. 식 (8)과 유

사하게, 다음의 관계를 얻을 수 있으며,

 
   


 

               (12)

여기서, ⌊⌋은  
 의 희소 행렬이다. 

식 (11)과 (12)로 부터 다음을 얻는다. 

 
   


 

     
       (13)

이는 다음과 같이 유도할 수 있다.




 

     
  

 
     

                 (14)

    
    

  

     
       (15)

   
     

  인 경우 식 (12)는 다

음과 같이 나타낼 수 있다.

      
  

        
         (16)

       
      

 

여기서,  은 × 항등 행렬(identity matrix).

이와 같은 특별한 경우에  과   
 의 희

소 행렬 간의 흥미로운 관계를 찾을 수 있다. 위에

서 언급한 바와 같이 DFT 행렬 역시 재킷 행렬이

다. 4점 DFT 행렬  에 대한 희소 행렬을 고려

하면, 다음의 결과를 얻을 수 있다[10].

 











   

   

   

   













   
   
   
   

    











   
   
   
   











   
   
   
   

    













   
   
   
   











   
   
   
   

    





 


 

  
       (17)

여기서,    ,  는 크기 4의 치환 행렬

(permutation matrix), h는 허미시안(Hermitian) 전

치를 나타낸다. 특히, 변형된 희소 행렬  를 다

음과 같이 정의하면, 

   



 


 

  
     (18)

이의 역은 다음과 같다. 

  
   

 


 


 

  
     (19)

이는 다음과 같은 특성에 따른 것이다.

  
      

 


 


 

 




 


 

  


             
 


 


 

   
      (20)

또한,  는 치환된 DFT 행렬로 고려되며 다음

과 같이 정의된다. 

     
      (21)

이를 이용하면 치환을 통한 푸리에 행렬은 다음

과 같이 쓸 수 있다.

   

                 (22)

여기서,      
  , 

     
 .

따라서 식 (17)은 다음과 같이 간략히 나타낼 수 

있다.
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     

 

    

 











  

  
 

   


    

  

     

                     (25)

   

  

     

        (23)

식 (18)와 (22)를 이용하면  의 역행렬을 다음

과 같이 간단히 구할 수 있다.

 
   













   

 
  

  
 

 
  

  
 

 
  

  
 

      

      

 

   
     

   
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 
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
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 
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
 


 

 
      (24)

예를 들어  의 경우에는 다음과 같이 나타낼 

수 있다.

여기서,  은 [ ] [ ] [ ]888 IPP T = 의 관계를 갖는 크

기 8의 치환 행렬이며 다음과 같다.  
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8P

               (26)

치환된 DFT 행렬은 다음과 같이 쓸 수 있다.

[ ] [ ] [ ] [ ] ))(,~2(~~
4428488

hHGDdiagHDHF ⋅==  (27)

 의 경우와 유사한 방법으로 식 (24)는 다음

과 같이 쓸 수 있으며,
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그림 1. 재킷 변환을 통한 DFT를 위한 데이터 흐름제어

  
    
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 

        

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    
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                                     (28)

다음의 결과를 얻을 수 있다.
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식 (29)는 다음의 성질에 따른 것이다.
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위의 경우에서 다음의 관계를 간단히 증명할 수 

있다.

[ ]( ) [ ]( ) [ ]NNN
h

NN INHGHG 2=        (31)

<증명> [ ] [ ] [ ]NNN DFG = 이므로 이로부터 다음과 같

이 쓸 수 있다.

[ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]NNN
H

N
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H

N INDFFDDFDFGG ===

(32)

따라서 식 (31)은 다음과 같은 관계로 나타낼 수 

있다. 
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이는 다음과 같은 일반식으로 나타낼 수 있으며, 

[ ] [ ] [ ] [ ] ))(,~2(~~
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DFT 행렬의 역  은 다음과 같이 일반화 할 

수 있다.
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다음 관계에 주목하면,
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    
   

  
     



           
  

            (36)

DFT 행렬은 그림 1에 나타낸 것처럼 희소 행렬 

   과 아다마르 행렬이 곱해진 것으로 볼 수 있

다. 이는 희소 행렬  이 아다마르 행렬에는 포함

되어 있지 않은 복소 스펙트럼 정보를 포함하고 있

음을 의미한다. 재킷 행렬에 근거한 DFT 알고리즘

의 계산 복잡도는 Cooley-Tukey 형 FFT에 비해 단

지 몇 개의 실수 가산이 더 필요할 뿐 유사한 복잡

도를 갖고 있다.

그림 2. 대각 블록 행렬 S16에 대한 산점도

Ⅳ. 통신 분야에서의 응용

  및 는 각각 블록 대각 행렬 ′의 실수 및 

허수부라 하자. 블록 행렬  의 좌측 상단에서부

터 시작하여 블록 행렬  
의 우측 하단까지 

다음과 같이 실수 및 허수부를 취하여 분리한다.  

 
   , 

 
   , 


   

  …                (37)

그러면 그림 2와 같이 블록 대각 행렬 ′에 대한 

산점도(scatter plot)가 그려진다. 그림 2로부터 크기 

N=8의 희소 행렬 ′이 M진 원형 성상(M-ary 

circle constellation)의 변이체(variant)로 알려진 고

유한 포인트에 사상됨을 관찰할 수 있다. 이는 재킷 

행렬을 통해 분해된 DFT 행렬은 블록 변조 과정으

로 해석할 수 있음을 의미한다. 즉, 모든 입력 데이

터는 아다마르 변환 이전에 M진 원형 성상 변이체 

중의 하나와 곱해진다.

Ⅴ. 결 론

본 본문에서 제안된 알고리즘은 DFT 이전의 입

력 데이터 시컨스의 특정 부분의 엠퍼시스

(emphasis) 및 디엠퍼시스(deemphasis)를 위한 신호

처리 및 신호분류(signal classification)에 적용할 수 

있다.  이는 또한 주파수 선택적 페이딩 채널의 위

상 및 진폭 보상에 적용할 수도 있다. 재킷 행렬에 

근거한 DFT 알고리즘의 계산 복잡도는 Cooley- 

Tukey 형 고속 알고리즘에 비해 단지 실수 가산이 

약간 증가하는 정도이다.  

DFT 행렬은 블록 대각행렬과 블록 변조의 흥미

로운 특성을 나타내는 희소 행렬에 의해 WHT와 

DFT가  서로 연결될 수 있도록 하는 재킷 행렬을 

통해 재구성된다. 본 논문은 재킷 행렬을 이용한 

DFT 행렬의 새로운 표현과 고속 연산을 위한 분해 

알고리즘을 제시하였다. 특히, 재킷 행렬의 엘레멘

트 인버스 특성이 DFT 및 아다마르 변환
[11]과 같은 

다양한 신호처리 분야에 적용될 수 있음을 보였다. 

순방향 및 역의 계산을 위한 간단한 구성 및 고속 

연산과 희소 행렬의 분해는 직교 부호 설계 및 고

속 알고리즘 등의 개발에서 매우 유용하다. 통신 응

용 분야에서 제안된 DFT 분해를 적용하기 위해서

는 좀 더 연구되어야 할 것이다.
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