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정규화된 D-QR-RLS 알고리즘의 특성 분석(II)
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요   약

제안된 알고리즘은 QR 형태의 LMS 알고리즘이 입력의 분산에 비례하게 되어있어 입력의 분산을 평균적인 측

면에서 입력의 분산을 정규화하는 알고리즘중 하나이다. 본 논문에는 정규화 알고리즘의 수렴 특성 분석이 되어있

다. 제안한 알고리즘의 성능분석을 위하여 간단한 FIR 시스템의 시스템 식별을 수행하였다. 이때 성능 비교에 참

여한 알고리즘은 LMS, NLMS(normalized least mean square) 알고리즘이다. 그 결과 제안한 알고리즘은 NLMS 

알고리즘과 매우 유사한 성능을 가짐을 확인하였다.

Key words : Adaptive filtering, Givens Rotation, QR decomposition. Normalized Algorithm

ABSTRACT

This paper proposes one of normalized QR-typed LMS (Least Mean Square) algorithms with computational 

complexity of O(N). This proposed algorithm shows the normalized property in terms of theoretical 

characteristics. This proposed algorithm is one of algorithms which normalize variance of input signal in terms 

of mean because QR-typed LMS is proportional to variance of input signal. In this paper, convergence 

characteristic analysis of normalized algorithm was made. Computer simulation was made by the algorithms 

used for echo canceller. Proposed algorithm has similar performance to theoretical value. And, we can see that 

proposed method shows similar one to performance of NLMS.by comparison among different algorithms.
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Ⅰ. 서 론

계산량 때문에 주로 LMS 계열의 알고리즘이 많

이 사용되어왔다. 그러나 LMS(least mean square) 

계열의 알고리즘은 LS(least square)계열 알고리즘에 

비하면 그 계산 결과 및 추적 능력 등에서 성능이 

좋지 못하다. LMS 계열의 알고리즘의 단점을 극복

하려는 노력들이 많은 연구자들에 의하여 진행되어 

왔다. 이 방법들은 대부분 적응상수를 적적히 조절

하여 수렴특성과 궤적능력을 극대화 시키려는 연구

이다
[1-3]. 이와 같은 방법들은 실제적으로 계산량이 

증가하게 된다. 이러한 알고리즘 중 대표적인 알고

리즘은 정규화된 LMS 알고리즘이다. NLMS 알고

리즘 이용할 때 결정해야 될 파라미터가 있어 이것

을 적응적으로 변하게 하는 알고리즘들이 개발되어 

왔다
[1-4]. 이중 참고문헌[2]는 NLMS 알고리즘에 대

한 모든 파리미터를 적응적으로 구하도록 되어있지

만 적응 필터를 동작시킬 때 새로운 파리미터가 필

요하다. 또한 반향 제거기 및 ANC(active noise 

controller)등에서 NLMS 알고리즘이 주로 사용되지

만 수렴 속도가 늦은 단점이 있다. 이에 수렴 속도

를 향상시킨 affine projection 알고리즘이 제안되었

지만 projection 차수가 커질 경우 RLS 와 비슷한 

연산량을 가지게 되는 문제점이 있다. 이에 참고문
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헌[5-7]에서 수치 해석적인 기법인 Gauss-Seidel 방

법을 이용한 알고리즘이 개발되어 사용되고 있다. 

Gauss-Seidel 방법을 적용한 알고리즘은 새로운 

base를 순방향 예측오차 벡터로 정의하고 순뱡향 

예측오차 필터의 계수를 구하는 데 Gauss-Seidel 방

법을 사용하여 구한다
[7]. 일반적인 QR 변환을 이용

한 LS 알고리즘 형태는 일반적 데이터 행렬에 유니

터리(unitary) 행렬 Q를 앞에서 곱하면 그 결과로 

행렬 R을 얻게 된다
[12]. 위의 과정에서 계산량을 줄

일 수 있는 요소가 있으며 그 과정은 참고문헌

[8-11]에서 연구되었다. 이 연구에서 Givens 회전의 

cosine 파라미터와 sine 파라미터를 상 삼각행렬 

R(n)과 R(n-1)의 주대각 요소와 입력벡터로 

만 얻을 수 있는 관계식이 연구되어 있다. 참고문

헌[8-11]의 가정에서 해결해야 될 사항으로는 첫 

번째로 반복시간 n와 n-1의 R(n)과 R(n-1)

의 행렬의 구조가 다른 것이고 두 번째로는 입력벡

터의 요소들을 모두 적절한 Givens 회전이 되었다

는 보장이 어렵다는 것과 세 번째로 r ij(n)을 제

외하고 back substitution을 통하여 얻은 계수벡터

가 정확한가 하는 점이다. r ij(n)은 상삼각행렬 

R(n)의 대각 요소가 아닌 요소들이다. 본 논문에

서는 참고문헌[8-11]에서의 가정을 사용하였다. 그

러므로 위의 첫 번째와 두 번째의 사항에 대하여는 

논의에서 제외하였다. 마지막 사항을 개선하는 알

고리즘을 제안하였다. 이와 같이 유도된 알고리즘

은 계수 순환식이 LMS 형태를 취하고 있다.  제

안한 알고리즘의 수렴특성 해석 결과 제안한 LMS 

형태의 알고리즘은 입력의 분산에 관계되기 때문에 

이를 정규화 하는 알고리즘을 제안한다. 제안한 알

고리즘의 계산량은 O(M)이다. 이것에 대한 논의는 

II장에서 하였다. III장에서는 정규화된 QR 형태 

LMS 알고리즘의 수렴특성에 대하여 고찰하였다. 

그리고 IV장에서 컴퓨터 모의 실험을 수행하였고 V

장에서 결론 및 고찰을 기술하였다.

Ⅱ. QR 형태의 LMS 알고리즘 및 NLMS 

알고리즘

QR-RLS(recursive least square)알고리즘은 다음

식으로 표현된다.
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위 식(2.1)의 과정은 다음과 같이 각 행렬의 요소

로 나타낼 수 있다.
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                               (2.2)

식(2.2)는 x
( i)
i (n)을 제거하기 위한 구조이다. 

x
( i)
i (n)는 x(n- i+1)을 ( i)번 Givens 회전시킨 

것을 나타낸다. p i(n)은 오차 e ( i+1)(n)과 같이 회

전되는 변수이다.

Givens 회전 파라미터 c i ,  s i는 입력 x ( i)
i (n)

을 제거하기 위한 cosine과 sine을 의미한다. r ii(n)

는 상삼각행렬 R(n)의 주대각 요소이다. 이것들은 

식(2.2)에서 다음과 같이 나타낼 수 있다.

r ii(n)= c i λr ii(n-1)+ s i x
( i )
i (n)    (2.3)

0=- s i λr ii(n-1)+c i x
( i)
i (n)     (2.4)

보조식으로 c i와 s i는 다음 식을 만족해야 한다.

c
2
i+ s

2
i=1               (2.5)

식(2.3), 식(2.4) 및 식(2.5)로부터 c i , s i  및 

r ii(n)를 다음과 같이 구해진다.

r ii(n)= λr ii(n-1)+|x ( i )
i (n)| 2    (2.6)

c i= λr ii(n-1)/r ii (n)       (2.7)

s i= x
( i ) *
i /r ii(n)           (2.8)

그리고 r ii+ 1(n)= r ij (n) , x
( i+ 1)
i+1 (n)= x

( j )
i+1 (n) , 

p i(n)  및 e ( i+ 1)(n)을 추가적으로 회전 시켜야한다.

r ij(n)=c i λr ij(n-1)+s ix
( i)
j (n),  j= i+1,⋯,M (2.9)

x ( i+1)
j (n)=-s i λr ij(n-1)+c ix

( i)
j (n),j= i+1,⋯,M

(2.10)

p i(n)= c i λp i(n-1)+ s i e
( i )(n)    (2.11)

e
( i+ 1)

(n)=- s i λp i(n-1)+c i e
( i)
(n)  (2.12)
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식(2.6)-식(2.12)는 back substitution을 제외한 

QR 분해법을 이용한 순환 최소자승알고리즘을 

나타낸다. 참고문헌[8-11]으로부터 QR 분해에서 

얻어지는  R(n-1)이 반복시간 n-1에서 대각

행렬이 될 수 있다. 이것은 식(2.13)과 같이 표현

된다.
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 (2.13)

이 경우 Givens 회전행렬의 요소 c i ,  s i  및 

r ii(n)은 각각 식(2.6)-식(2.8)과 같다. 그리고 식

(2.9)-식(2.10)의 r ij(n) , x
( i+ 1)
j

은 다음과 같이 된다.

r ij(n)= s i x
( i)
j (n)           (2.14)

x ( i+ 1)
j (n)= c i x

( i )
j (n)          (2.15)

식(2.14) 및 (2.15)를 이용해 식(2.6) 및 (2.8)을 

다음과 같이 나타낼 수 있다.

r ii(n)= λr ii(n-1)+|α i(n)x
( i )
i (n)|

2  (2.16)

s i= α
i(n)x

( i) *
i /r ii(n)         (2.17)

여기서 α
i(n)은 다음과 같다.

α
i(n)= c 1c 2⋯c i= Π i

j= 1c j      (2.18)

반복시간 n-1에서 R(n-1)이 대각화되어 있

다하고, Givens 회전된 x ( i )
i ,⋯,x

( i )
M
들이 서로 

직교한다라고 가정한다. c i은 λ 1/2r i, i(n-1)의 

단위벡터, s i은 α
i(n)x

( i- 1)
i (n)의 단위 벡터이며 

r ii(n)은 벡터[ λ 1/2
r i, i(n-1) , α

i(n)x
( i- 1)
i (n)]

의 크기이다. 특히 s i은 Givens 회전된 입력 

벡터들의 단위벡터를 생성하게 된다. LMS 형

태의 계수벡터 순환식은 다음과 같이 쉽게 얻

어진다.

w (n)= w (n-1)- μα
(M )(n) s (n) e˜ (n)  (2.19)

s H(n)= [s 1 (n),s 2 (n),⋯, s M (n)]    (2.20)

여기서 μ는 step-size이고 e˜ (n)는 오차로 다음

과 같다. 식(2.19)로부터 최적 계수벡터 w io와 예측

된 w i(n)과의 계수오차벡터, 식 (2.21)의 기대값은 

다음과 같다.

ε
i(n)=w

i
o-w i(n)         (2.21)

E[ε i(n)]=(1-β
i

σ 2
x i
) nE[ε i(0)]   (2.22)

β
i= λ N/2

1-λ           (2.23)

여기서 σ 2
x i
은 입력신호벡터의 분산을 나타낸다. 

σ 2
x i

 를 제거하기 위해 다음의 정규화 방법을 이용

하였다.

             (2.24)

         
 



  

(2.25)

표 1. 정규화된 QR 형태의 LMS 알고리즘.
Table 1. Normalized QR type LMS algorithm.

=================초기조건===============
α

( 1 )= 1.0 , r i, i(0)= δ

   for n=1,2,3,..., 

e˜ (n)=d(n)- x H(n) w (n-1)

for i=1,2,3,4,...,N
  

r i, i(n)= λ[r i, i (n-1)] 2+[α ( i)x i(n)]
2

c i(n)=
λ 1/2r i, i(n-1)

r i, i(n)
, s i(n)=

α
( i)(n)x i (n)

r i, i(n)

α
( i+ 1)(n)= c i (n)α ( i)(n)

end %i loop

    γ= 0.0

 for i=1,2,3,...,M

γ= γ+ s i (n)x i (n)

  end %i loop
for i=1,2,3,...,M

w i(n+1)=w i(n)+ α
(M+ 1)(n)s i(n) e˜ (n)/γ

end %i loop
end %n loop

======================================
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식(2.25)의 알고리즘을 정규화된 QR 형태의 LMS 

알고리즘이라 하겠다. 식(2.19), 식(2.24)및  식(2.25)

에서 α
(M )(n)= μα

(M )(n) , 즉 μ= 1.0으로 처리

하였다. 표1에 제안한 알고리즘이 요약되어 있다. 

Ⅲ. 정규화된 QR형태 LMS알고리즘의 

수렴특성 고찰

제안한 알고리즘이 평균면에서 최적 계수벡터에 

수렴하는 가를 살펴보자. 계수벡터는 다음과 같다.

w i(n+1) =w i(n)+α
(N)(n)s i(n) e˜ (n)/γ

=w i(n)+ [
α

(N)(n)α ( i-1)(n)

r i, i(n)γ ]x i(n) e˜ (n)

                               (3.1)

여기서 [⋅]을 다음과 같이M i(n)으로 놓자.

M i(n)=
α

(N )(n)α ( i- 1)(n)

r i, i(n)γ
     (3.2)

그리고 원하는 응답 d(n)은 다음과 같다.

d(n)= w H
o x (n)+ v(n)         (3.3)

여기서 w o
은 미지의 시스템 파라미터이고 v(n)은 

부가잡음이다. 최적 계수벡터 w io와 예측된 w i(n)

와의 계수 오차 ε
i(n)를 다음과 같이 정의하자.

ε
i(n)=w

i
o-w i(n)          (3.4)

위의 식을 식 (3.1)에 대입 정리하자.

ε
i(n)= ε

i(n-1)-M i (n)x i(n) e˜ (n)   (3.5)

여기서 오차는 다음과 같다.  

e˜ (n)= x H
(n) ε (n-1)+ v(n )     (3.6)

식(3.5)에 식(3.6) 대입한 후 정리한 후 기대값을 취

하면 다음과 같다.

E[ε i(n)]=E [ [1-M i (n)x i(n) x
H
(n)]ε i(n-1)]

-E[M i(n)x i(n)v(n)]
  (3.7)

여기서 x (n) , v(n)은 상관관계가 없으므로 다음

의 수식을 얻는다.

E[ε i(n)] =E [ [1-M i (n)x i(n) x
H
(n)]ε i(n-1)]

≈[1-E[M i (n)]E[x i(n) x
H(n)]]E[ε i(n-1)]

                               (3.8)

식(3.8)에서,

E[x i(n) x
H(n)]≈E[x i(n)x

H
i (n)]=E[x

2
i (n)]이라 가정

하고 E[M i(n)]를 먼저 계산하자.

E[M i(n)]=E [
α

(N)(n)α ( i-1)(n)

r i, i(n)γ ]≈
E[α (N)(n)α ( i-1)(n)]

E[r i, i(n)]E[γ]

                               (3.9)

E[M i(n)]의 계산에 필요한 각 변수들은 다음과 같다.

E[α (M ) ]= Π M
k= 1E[c k(n)]=λ M/2    (3.10)

E[r
2
i, i(n)]=

λ iσ 2
x i

(1-λ)
         (3.11)

E[c i(n)]=λ 1/2 E[r i, i(n-1)]

E[r i, i(n)]
≈λ 1/2     (3.12)

식(3.9)의 E[γ]를 계산하기 위하여 다음을 계산하자.

E[γ]=E[ ∑
M

i=1
s i(n)x i (n)]≈∑

M

i=1

E[α ( i-1)(n)]E[x
2
i (n)]

E[r i, i(n)]
    

                                       (3.13)

식(3.13)에 식(3.10)과 식(3.11)를 대입하여 정리하면 

다음과 같다.

E[γ] ≈ ∑
M

i=1

λ ( i-1)/2σ 2
x i

λ iσ 2
x i

(1-λ)

≈ ∑
M

i=1
σ 2
x i

(1-λ)  (3.14)

여기서 E[x 2
i(n)]= σ 2

x i
 및 λ ( i- 1)

≈ λ i이라 

가정하였다. 그러면 식(3.14)의 E[γ]를 다음과 같

이 쓸 수 있다.

E[γ] ≈ ∑
M

i=1
(1-λ) 1/2(σ 2

x i)
1/2=M(1-λ) 1/2(σ 2

x i)
1/2 (3.15)

여기서 M은 필터 차수이다. 그러면 식(3.9)을 분모

항 부분을 계산할 수 있다.
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E[r i, i(n)]E[γ]=
λ iσ 2

x i

(1-λ)
M(1-λ)

1/2
(σ

2
x i)

1/2

=Mλ i/2σ 2
x i

  (3.16)

식(3.9)의 분자항을 정리하면 다음과 같다. 

  ≈  


  


     (3.17)

식(3.16), (3.17)을 식(3.9)에 대입해 다음 식을 얻는다.

E[M i(n)]≈
λ (M+ i)/2

Mλ i/2σ 2
x i

=
λ M/2

Mσ 2
x i

      (3.18)

식(3.8)의 [1-E[M i (n)]E[x i(n) x
H
(n)]]을 계

산하자.

   
 ≈  

 

 









   

 (3.19)

여기서 β= λ M/2
/M은 작은 양의 실수 값이다. 그

러므로 1-β는 1보다는 작고 1에 근접한 값을 가

지게 될 것이다.  식(3.8)의 계수 오차의 기대값은 

다음과 같다.

E[ε i(n)]=(1-β)
n
E[ε i(0)]     (3.20)

식(3.20)에서 반복 횟수 n이 증가함에 따라 i번

째 계수 오차는 0으로 수렴하여 제안한 알고리즘은 

평균면에서 최적계수 벡터 값에  수렴할 것이다.

E[ε i(n)]=0  for   i= 1,2,⋯,N  ,  n→∞

(3.21)

식(3.20)에서 λ의 범위는 다음과 같다. 

0 <λ≤1               (3.22)

앙상블 평균 학습 곡선(ensemble average learning 

curve)에 대하여 개략적으로 살펴보자.

e˜ (n) = d(n)- x H
(n)( w o- ε (n-1))

= e o (n)+ ε
H
(n-1) x (n)

 (3.23)

여기서 e 0(n)은 측정잡음이고 입력 신호 벡터 

x (n)과 독립(independent)이고 평균은 0, 분산은 

σ 2
o
을 갖는다. 앙상블 평균의 학습곡선을 다음 식

과 같이 정의된다.

J(n)=E[|ξ(n)| 2] =E[|e o (n)|
2]+E[e o(n) x

H(n) ε (n-1)]

+E[ ε
H(n-1) x (n)e *

o (n)]

+E[ ε
H(n-1) x (n) x H(n) ε (n-1)]

  

                            (3.24)

식(3.24)은 다음과 같이 정리될 수 있다.

J(n) =σ 2
o+E[ ε

H
(n-1) x (n) x

H
(n) ε (n-1)]

=σ 2
o+tr [E[ x (n) x

H
(n)]E[ ε(n-1) ε

H
(n-1)]]

(3.25)

식(3.25)에서 다음을 가정하자.

E[ x (n) x H(n)]≈diag [E[x 2
1 (n)],E[x

2
2 (n)],⋯,E[x 2

M(n)]]

(3.26)

                      (3.27)

식(3.26)과 식(3.27)을 식(3.25)에 대입 정리하자.

J(n) =σ 2
o+ ∑

M

i=1
E[x 2

i(n)]E[ (w i (n-1)-wio)
2]

=σ 2
o+σ 2

x ∑
M

i=1
E[ (w i(n-1)-w

i
o)

2
]

  (3.28)

식(3.28)에 식(3.21)의 결과를 이용하면 식(3.28)는 

다음과 같이 됨을 추론 할 수 있다.

J(n) ≈σ 2
o  , for  n→∞         (3.29)

그러므로 제안한 알고리즘은 최적계수벡터와 측정잡

음의 분산에 수렴함을 알 수 있다.

Ⅳ. 모의 실험 및 검토

식(2.19)의 LMS 형태 알고리즘을 시스템 식별에 

적용하였다. 백색 가우시안 잡음 r(n)  을 식(4.1)

에 통과시켜 유색잡음 u(n)을 얻은 후 이것을 식

(4.2)와 같은 시스템에 통과시켜 x(n)을 얻었다. 

그리고 측정잡음 v(n)은 r(n)과 상관관계가 없는 
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백색가우시안 잡음으로 식(4.2)의 출력신호 x(n)에 

적절한 S/N비를 갖도록 첨가하여 원하는 응답을 얻

었다. 각 실험은 100번의 독립된 실험을 수행한 후 

앙상블 평균하여 나타냈다.

H(z)=
1

1- 0.9z - 1
         (4.1)

(4.2)

그림 1에서 λ= 0.98 , μ= 0.15로 하였고, 

NLMS 알고리즘에서는 α= 0.12 , LMS 알고리즘

에서는 μ= 0.003으로 하였다. 그리고 S/N=-80dB

으로 하여 수행했다.

그림1과 그림2에서 녹색 라인은 NLMS 알고리

즘, 붉은색 라인은 제안한 알고리즘 및 검정색 라인

은 LMS 알고리즘의 학습곡선을 각각 나타내고 있

다. 그림1에서 제안한 알고리즘은 그 형태가 LMS 

형태 이지만 NLMS 알고리즘과 비슷한 수렴특성을

그림 1. S/N=-80dB인 경우 여러 가지 알고리즘의 학습곡선들.
Fig. 1 Learning curves of various algorithm with S/N=-80dB.

그림 2. S/N=-10dB인 경우 여러 가지 알고리즘의 학습곡선들.
Fig. 2 Learning curves of various algorithm with S/N=-10dB.

나타내고 있음을 확인할 수 있다.  그림 2는 

S/N=-10dB인 경우 LMS 알고리즘의 step-size을 

μ= 0.006로 하고 NLMS 알고리즘과 제안한 알고

리즘의 μ= α= 0.15로 하여 모의실험한 결과이다. 

LMS 알고리즘은 학습곡선이 매우 불안정한 모습이

고 제안한 알고리즘은 NLMS 알고리즘에 비하여 

수렴은 느리지만 수렴 후 MSE 값은 약간 적음을 

알 수 있다. 알고리즘의 비교에서 제안한 알고리즘

은 측정잡음의 분산값에 정확히 수렴함을 알 수 있

다. 식(2.25)의 제안한 알고리즘을 식(4.1) 및 식

(4.2)와 같이하여 시스템 식별에 적용하였다. 모든 

실험은 제안된 알고리즘은 λ= 0.98 , μ= 0.5로 

하였고, NLMS 알고리즘에서는 α= 0.5 , LMS 알

고리즘에서는 μ= 0.003으로 하여 모의 실험하였

다. 그림 3 및 4는 측정 잡음의 영향이 거의 없는 경

우에 대한 모의실험으로 제안한 알고리즘과 NLMS 

알고리즘은 것의 유사한 성능을 나타내고 있음을 확

인 할 수 있다.  그림5에서 E[wNk] ,  E[wLk] 

및 E[wk]는 NLMS 알고리즘, LMS 알고리즘 및

제안한 알고리즘의 k번째 계수의 궤적을 나타냈다.

그림 3. S/N=-80dB인 경우 여러 가지 알고리즘의 학습곡선들.
Fig. 3 Learning curves of various algorithm with S/N=-80dB.

그림 4. S/N=-80dB인 경우 계수들의 궤적.
Fig. 4 Tracking of the weight vector with S/N=-80dB.
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Ⅴ. 결론 및 고찰

본 논문에서는 QR 형태 LMS 알고리즘이 평균면

에서 입력신호의 분산에 비례하여 수렴하는 것을 정

규화하기 위한 하나의 방법을 제시하였다. 그리고 이

론적인 측면에서 정규화됨을 보였다. 그리고 정규화

된 QR 형태 LMS 알고리즘 역시 계산량은 O(N)으

로 고속 알고리즘이다. 또한 제안한 알고리즘의 안정

도와 수렴 특성에 대하여 이론적으로 고찰하였다. 그 

결과 정규화된 QR 형태 LMS 알고리즘은 최적 계수

벡터에 수렴함을 알 수 있었다. 제안한 정규화된 QR 

형태 알고리즘을 간단한 FIR 시스템 식별에 적용하

여 컴퓨터 모의실험을 수행하였다. 그 결과 이론값과 

거의 유사하게 동작함을 확인할 수 있었다. 그리고 

컴퓨터 모의실험을 통한 여러 알고리즘과 비교에서 

NLMS 알고리즘과 유사한 수렴특성을 나타냄을 확

인하였다. 앞으로 본 알고리즘은 정확한 수렴특성 해

석이 요구되며 비선형 적응 신호처리 문제등에 대한 

응용을 더욱 연구해 볼 필요성이 있다. 
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