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등가의 Wiener-Hopf 방정식에 관한 연구
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요   약

본 논문은 평균 자승 측면에서 직교 입력 신호에 대하여 TDL 필터의 계수를 구할 수 있는 등가의 

Wiener-Hopf 방정식을 제안한다. 본 논문에서 제안한 등가의 Wiener-Hopf 방정식을 이용하면 직교 입력 신호에 

대하여 역 직교화 과정을 거치지 않고 직접적으로 TDL 필터의 계수와 오차를 표현할 수 있다. 본 논문에는 

MMSE(minimum mean square error)에 대한 이론적 해석을 포함하였으며 수학적 예제에서 Wiener-Hopf 해와 제

안한 등가의 Wiener-Hopf 해를 동시에 나타내었다.
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ABSTRACT

This paper makes a research on the equivalent Wiener-Hopf equation which can obtain the coefficient of TDL 

filter on orthogonal input signal in terms of mean square error. Using this result, we can present the coefficient 

and error of TDL filter directly without inverse orthogonalization process on orthogonal input signal.  We make 

a theoretical analysis on MMSE and show an Wiener-Hopf solution and the proposed equivalent one in 

mathematical example simultaneously.
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Ⅰ. 서  론

일반적으로 적응필터는 적응 필터의 입력으로 비 

직교하는 입력 신호와 직교하는 입력에 대하여 각

각 발전되어 왔다. 또한 적응필터의 최적계수를 구

하는 방법은 입력 신호의 구분에 관계없이 그 기반

을 Wiener-Hopf 방정식의 해를 구하는 것으로 연구

되어 왔다
[1].

일반적으로 필터구조는 비 직교하는 입력 신호를 

이용하는 TDL 필터 구조와 직교입력신호를 이용하

는 필터구조 등으로 나뉠 수 있는데 Gram Schmidt 

직교과정, Lattice 필터, QR등은 직교입력신호를 이

용하는 필터 구조에 속한다. 

직교입력신호의 생성은 시간영역과 주파수영역으

로 나눌 수 있는데 시간영역 신호를 시간영역에서 

직교신호를 생성하는 방법과 주파수 또는 복소수영

역으로 변환시켜서 사용하는 방법이 있다. 주로 

Gram Schmidt 직교과정[2], Gauss - Seidel[3], 

Lattice 필터[1][2], QR[1]등은 전자에 해당하고 통

상 Transform Domain 적응필터는 후자에 해당한다. 

일반적으로 Transform Domain에서 사용하는 변환

은 DFT, DCT, DHT 및 FFT등이 있다
[1][4][5][6].

Gram Schmidt 직교과정
[2]이하는 적응필터, 

Lattice 필터[1][2]는 직교화된 입력벡터를 이용하여 

원하는 응답 벡터를 예측하는 부분이 존재하는데 

하나의 예로 Lattice필터의 joint-process estimation

단 있다. 또한 Gram Schmidt 직교화 과정 및 QR

등을 이용하는 적응필터에서도 joint-process 
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그림 1. 제안한 알고리즘의 구조
Fig. 1. Structure of proposed algorithm

estimation 단과 유사한 역할을 하는 단이 존재한다. 

joint-process estimation 단에서 구한 계수는 

TDL 필터의 계수가 아니기 때문에 직교화 과정에 

대한 적절한 역변환과정을 거쳐야 TDL 필터의 계

수를 얻을 수 있다. 이러한 것은 Gram Schmidt 직

교과정, QR 등을 이용하는 알고리즘
[1]도 그러하다.

직교입력 벡터를 사용하는 알고리즘들은  비정상

적인 환경에서 일반적인 TDL 필터보다 우수한 수

렴특성을 나타낸다. 그러나 우수한 수렴특성을 가지

고 있음에도 TDL 필터 계수를 얻는데 제약이 존재

하였다. 그러므로 시간영역에서 직교입력 벡터를 사

용하는 알고리즘들도 위의 제약을 회피하는 방법은 

연구할 필요가 있다.

제안한 논문은 직교입력 벡터를 이용하여 원하는 

응답과의 오차를 생성하면서 동시에 TDL 필터의 

계수를 생성할 수 있는 등가의 Wiener-Hopf 방정식

을 제안한다. 

제안한 논문에는 등가의 Wiener-Hopf 방정식을 

이용한 경우의 MMSE(minimum mean square 

error)에 대한 이론적 해석을 포함하였으며 수학적 

예제에서 Wiener-Hopf 해와 제안한 등가의 

Wiener-Hopf 해를 동시에 나타내었다.

Ⅱ. 등가의 Wiener-Hopf 방정식 유도

그림 1에서 입력신호 벡터 x (n) , 최적계수벡터 

w opt
, 직교벡터 b (n)  및 k는 M×1인 벡터이고 

QH는 M×M인 직교 변환 행렬이다. 그리고 d(n)

는 원하는 응답, 는 예측된 원하는 응답 그리

고 v(n)은 측정 잡음이다. 그리고 v(n)은 입력신

호 벡터 x (n)와 독립적이다. 직교 변환 행렬 QH

은 선형 독립인 입력신호벡터 x (n)으로부터 상호 

직교하는 벡터 b (n)를 얻는 과정을 나타낸다. 또

한 벡터 b (n)와 계수벡터 k  선형 결합하여 예측

된 원하는 응답 d̂ (n)를 생성한다.  

그림1에서 원하는 응답은 식(2.1)과 같이 정의된다.

d(n)=w
H
optx (n)           (2.1)

직교입력벡터 b (n)은 다음과 같이 정의된다[1].

b (n)=Q
Hx (n)            (2.2)

여기서 (H)는 Hermitian transpose를 나타낸다.

그리고 원하는 응답의 예측값은 다음과 같이 표

현할 수 있다.

      d̂ (n)= k Hb (n)= k HQHx (n)      (2.3)

오차 e(n)가 0될 경우 d(n)와 d̂ (n)은 같게 

되므로 

d(n)- d̂ (n)= [ w
H
opt- k

H
Q
H
]x (n)= 0   (2.4)

위 방정식의 해는 x (n)≠0일때 

w opt= Q k     (2.5)

위의 결과는 참고문헌 [1]에서의 결과와 유사하

다. 이 경우 k을 알고 있는 경우 w opt
를 계산하

기 위해서는 변환행렬 Q을 반드시 알아야한다. 원

하는 응답 d(n)와 예측된 원하는 응답 d̂ (n)이 

평균자승면에서 가장 유사할 때 k에 대하여 알아

보자. 식(2.1)과 식(2.3)에서 원하는 응답과 그 예측

값과의 차이는 오차 e(n)로 정의할 수 있다. 오차 

e(n)가 평균자승면에서 최소값을 가지는 경우 

d(n)와 d̂ (n)은 가장 유사하다[1]. 

e(n)= d(n)- d̂ (n)=d(n)-k Hb (n)      (2.6)

비용함수는 다음과 같다.

J=E[e(n)e
*
(n)]=E[|e (n)|

2
]       (2.7)

식(2.7)에 대한 경사를 구하면 다음과 같다.
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∂J(k )

∂k
=2E[(d(n)- k H(n) b (n) )(- b H(n) )]= 0   

(2.8)

위 방정식의 해는 다음과 같이 구해진다.

k =E[b (n) b
H
(n) ]

- 1
E[b (n)d

*
(n)]  (2.9)

위의 ]식에서

k = R
- 1
bb p bd          (2.10)

여기서 

Rbb=E[ b (n) b
H(n)]      (2.11)

p bd=E[b (n)d
*
(n)]     (2.12)

정리)원하는 응답 d(n)와 예측된 원하는 응답 

d̂ (n)이 가장 유사할 때 R bxw opt= p bd  로 정의

된다.

proof)

식(2.8)에 식(2.2)와 식(2.6)를 이용하면 다음과 

같이 표현할 수 있다.

∂J( k )

∂k
=2E[(d(n)- w H

optQ
-HQHx (n) )(- b H(n) )]= 0

 (2.13)

식(2.13)에서 Q -HQH= I  이므로 w opt
에 대하

여 정리하면 다음과 같다.

E[b (n) x H(n)]w opt=E[b (n)d
*(n)]  (2.14)

위식은 다음식과 같이 정리될 수 있다. 

R bxw opt= p bd            (2.15)

여기서 

Rbx=E[ b (n) x
H
(n)] .

 (2.16)

위의 R bx는 상삼각행렬(upper triangular matrix)

을 나타낸다. 즉, 비 Toeplitz 구조이다.

(증명 끝)

식(2.15)는 식(2.13)에서 처럼 비용함수 J(k)를 

k으로 편미분하여 얻은 결과이다. 이것은 식(2.13)

의 물리적 의미를 유지하면서 w opt
를 얻을 수 있

다는 것을 의미한다. 그러므로 식(2.15)을 이용하면 

입력벡터 x (n)에 대한 직교변환 입력 b (n)을 사

용하는 필터에서 다른 어떻한 변환을 사용하지 않

고 TDL 필터의 계수 w opt
를 구할 수 있음을 나타

낸다. 식(2.10)을 이용한 알고리즘들은 R bb가 대각

(diagonal) 행렬 형태이고 이것의 역행렬을 쉽게 구

할 수 있기 때문에 알고리즘 개발에 주로 이용되어 

왔다
[7]. 그러나 k은 TDL 계수가 아니기 때문에 

적절한 과정을 통하여 변환 시켜주는 잉여의 계산

이 필요하다. 이에 반하여 식(2.15)의 R bx는 상 삼

각(upper triangular) 행렬 형태를 취하지만 w opt
의 

순시예측을 가능하게 해준다. 

Ⅲ. Cost Function 및 MMSE의 견해

식(2.13)에서 다음과 같은 식을 얻었다.

∂J( k )

∂k
=2E[(d(n)- w H

optQ
-HQHx (n) )(- b H(n) )]= 0

 (3.1)

식(3.1)에서 다음을 추론 할 수 있다.

J( k ) =E[ (d(n)- w
H
optQ

-H
Q
Hx (n) )(d

*
(n)

- b
H
(n) k)]

=E[ (d(n)- w
H
optx (n) )(d

*
(n)- b

H
(n) k )]

.  (3.2)

식(3.2)의 의미는 w opt
를 이용하여 생성된 오차

공간과 k를 이용하여 생성된 오차 공간은 일반적

으로 같으므로[1] 식(3.2)와 같은 비용함수의 선택도 

가능하다. 

식(3.2)를 정리하면 다음과 같은 식을 얻을 수 있다.

        
  

  
  

     
  

      
   

 .                       (3.3)
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(a) R xx

(b) R bx

그림 2. 상관 행렬 R xx와 R bx의 모습

Fig. 2. Shape of autocorrelatiom matrix R xx and R bx

식(3.3)는 k와 w opt
이 모두 포함되어 있기 때

문에 k를 제거하여 w opt
로 표현하자. 식(2.14)의 

w opt
를 식(3.3)에 대입한 후 정리하면 다음과 같다.

       


  


     





     
  

   (3.4)

그러므로 식(3.4)는 MMSE(minimum mean square) 

값을 나타낸다.

J(k ) min = σ
2
d- w

H
optp xd ,   (3.5)

여기서 σ 2
d=E[d

2
(n)], p xd=E[x (n)d

*(n)]이다. 

그러므로 식(3.5)은 기존의 Wiener-Hopf 방법과 

같은 결과를 나타낸다. 식(3.5)에서 원하는 응답에 

측정잡음이 있는 경우에 대하여 간단히 살펴보면 

다음과 같다. 원하는 응답은 다음과 같이 통상 모델

링됩니다. 

d(n)=w
T
optx(n)+ v(n)  (3.6)

여기서 n(n)는 평균이 0이고 분산이 σ 2
v
인 측정잡

음이다. 

식(3.5)에서 입력 x(n)과 원하는 응답 d(n)과

의 상호상관 벡터 p xd는 잡음이 있는 경우에도 변

화가 없으나, 원하는 응답 d(n)의 파워(power)만 

변하게 된다.

E[d
2
(n) ]= σ2d o+ σ

2
v
        (3.7)

여기서 σ2
d o
는 측정잡음이 없는 경우의 원하는 응

답의 파워이다. 

만일 측정잡음의 S/N비가 작다면 σ 2
v≈0이 되고, 

S/N비가 크다면 σ 2
v≠0  되어 σ 2

v
의 영향을 무시할 

수 없게 된다. 

Ⅳ. 수치적 예제

백색가우시안 잡음을 다음과 같은 필터에 통과시

켜 유색가우시안 잡음을 얻었다.

H (z) = 1/(- 0.65z
- 1
+0.693z

- 2
- 0.22z

- 3

+0.309z
- 4
-0.177z

- 5
)

 

(4.1)

유색가우시안 잡음을 다음과 같은 미지의 시스템

에 통과시켜 출력응답을 얻었다.

H(z)= 2.65 - 3.31z
- 1
+ 2.24z

- 2
-0.7z

- 3  (4.2)

원하는 응답은 식(4.2)의 출력에 적절한 S/N비를 

갖는 측정잡음 첨가하였다. 식(4.1) 및 식(4.2)로부

터 Wiener-Hopf 해와 본 논문에서 제안한 등가의 

Wiener-Hopf 해를 구하였다. 이때 사용한 데이터는 

9000개의 데이터를 이용하여 100번의 독립된 실험

을 수행하여 그 결과를 얻었다. 또한 입력벡터의 직

교화는 격자필터
[2]를 이용하여 수행하였다.

그림 2는 상관행렬 R xx와 R bx를 나타낸 것이다. 

R xx는 Toeplitz 구조를 가지고 있는 반면에 R bx는 비 

Toeplitz 구조를 가진다. R bx의 구조를 보면 상 삼각행

렬 임을 알 수 있다. 그러나 0≤k≤m-1인 경우 평균
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그림 3. 계수 와 최적계수  와의 차이
Fig. 3. Difference between the coefficient    and the 
optimal coefficient  

적으로 E[b m(n)x(n- k)]= 0이지 만 실제로는 0이 

아닌 값을 가지고 있다.

표 1은 S/N 비가 -70dB, -20dB 및 -10dB인 경

우 Wiener-Hopf 및 등가의 Wiener-Hopf 해를 구하

여 나타낸 것이다. S/N 비가 -70dB 및 -20dB인 경

우 Wiener-Hopf 및 등가의 Wiener-Hopf 해가 일치

하며 S/N 비가 -10dB인 경우 약간 다름을 알 수 

있으나 그 차이는 미비함을 알 수 있다. 결론적으로 

Wiener-Hopf의 해와 등가의 Wiener-Hopf 해가 잘 

일치함을 알 수 있다. 그러므로 등가의 Wiener-Hopf 

방정식를 이용하여 최적의 계수를 구할 수 있음을 나

타내고 있다.

표 1. S/N에 따른 계수 Wiener-Hopf 및 등가의 Wiener-Hopf 해
Table 1. Wiener-Hopf and equivalent Wiener-Hopf solution 
according to S/N ratio

S/N=-70dB
Wiener 
- Hopf 

제안한
방법

    2.65 2.65

    -3.31 -3.31

    2.24 2.24

    -0.7 -0.7

(a) S/N=-70dB.

S/N=-20dB
Wiener 

- Hopf 

제안한 

방법

    2.65 2.65

    -3.3099 -3.3099

    2.24 2.24

    -0.6993 -0.6993

(b) S/N=-20dB.

S/N=-10dB
Wiener 

- Hopf 

제안한 

방법

    2.6497 2.6497

    -3.3098 -3.3098

    2.2399 2.24

    -0.70009 -0.70011

(c)S/N=-10dB.

그림 3의 그림 중 첫번째 그래프는 Wiener-Hopf

방법을 이용하여 구한 계수벡터 w xx
와 최적 계수

벡터 w o
의 차이를 나타낸 것이고 그림 중 두번째 

그래프는 본 논문에서 제안한 등가의 Wiener-Hopf 

방법을 이용하여 구한 계수벡터 w bx
와 최적 계수

벡터 w o
의 차이를 나타낸 것이고 그림 중 마지막 

그래프는 R bx가 그림 2의 (b)에서와 같이 상삼각행

렬을 이룬다고 가정하여 back substitution을 이용하

여 구한 계수 w bs
와 최적 계수벡터 w o

의 차이를 

나타낸 것이다. 이때 S/N비는 -20dB로 하였다. 그

림에서 제안한 등가의 Wiener-Hopf 방법과 

Wiener-Hopf 방법은 거의 비슷한 크기의 오차를 나

타내고 있고  back substitution을 이용하여 구한 계

수 w bs
와 최적계수 벡터 w o

의 차가 큼을 알 수 

있다. 그 이유는 일반적으로 0≤k≤m-1인 경우 

평균적으로 E[b m(n)x(n- k)]= 0이지 만 실제로

는 0이 아닌 값을 가지고 있기 때문이다.

Ⅴ. 결  론

본 논문에서 등가의 Wiener-Hopf 해를 제안하였

다. 그리고 등가의 Wiener-Hopf 해를 이용한 경우 

MMSE에 대한 이론적 해석을 실시하였으며 그 결과

는 기존의 Wiener-Hopf 해를 이용하는 것과 같다.

간단한 수치적 예제에서 미지의 시스템 인식 문제

에 적용하여 기존의 Wiener-Hopf 해와 제안한 등가

의 Wiener-Hopf 해를 각각 구한 후 이것들을 비교하

였다. 그 결과 제안한 등가의 Wiener-Hopf 방정식을 

이용해도 최적의 계수벡터를 구할 수 있음을 알 수 

있었다. 그러므로 입력신호를 직교변환시켜 사용하는 

경우 제안한 등가의 Wiener-Hopf 방정식을 이용하면 

손쉽게 TDL 필터의 계수벡터를 구할 수 있다.
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