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요   약

부류안 분산 행렬의 특이성 때문에 선형 판별 분석은 작은 표본 크기 문제에 쓰기에 알맞지 않다. 이에 선형 

판별 분석을 확장하여 작은 표본 크기 문제에서 좋은 성능을 갖는 영 공간 기반 선형 판별 분석이 제안되었다. 이 

논문에서는 라그랑지 기법을 바탕으로 하여, 영 공간 기반 선형 판별 분석을 써서 특징을 추출하는 문제를 선형 

방정식 문제로 바꾸는 과정을 제안하였다.
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ABSTRACT

Due to the singularity of the within-class scatter, linear discriminant analysis (LDA) becomes ill-posed for 

small sample size (SSS) problems. An extension of LDA, the null space-based LDA (NLDA) provides good 

discriminant performances for SSS problems. In this paper, by applying the Lagrange technique, the procedure of 

transforming the problem of finding the feature extractor of NLDA into a linear equation problem is derived.
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Ⅰ. 서  론

선형 판별 분석법은 (linear discriminant analysis: 

줄여서, 선판분)
[1]

 패턴 인식 문제에서 자료의 특징

을 추출하는 방법들 가운데 가장 널리 쓰이는 방법

의 하나이다. 하지만 자료의 차원 가 자료의 수 

보다 큰 패턴 인식 문제에서는 부류안 분산 행렬의 

(within-class scatter) 특이성 (singularity) 때문에 

선판분을 쓸 수 없다는 문제가 있다. 여기서, 부류

의 개수를 라 할 때 인 패턴 인식 문제를 

작은 표본 크기 (small sample size) 문제라고 부른

다.

작은 표본 크기 문제에서도 선판분을 쓸 수 있도

록 하기 위해서, 선판분을 바탕으로 하여 몇 가지 
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관련 기법들이 제안된 바 있다: 주성분 분석에 

(principle component analysis) 선판분을 응용하여 

더한 방법
[2]

, 직접 선판분 (direct linear 

discriminant analysis)[3], 영 공간 기반 선판분 (null 

space-based linear discriminant analysis: 줄여서, 

영선판분)
[4,5]

, 직교 선판분 (orthogonal linear 

discriminant analysis)
[6]

, 그리고 주파수 회귀 판별 

분석법이 (spectral regression discriminant 

analysis)[7] 대표적인 방법들이다. 이 가운데, 영선판

분 방법은 일반적으로 좋은 패턴 인식 성능을 가지

고 있지만 그 복잡도가 높다는 문제가 있다. 영선판

분을 써서 특징을 추출하는 문제를 더 간단히 풀고

자, 큐알 인수분해 (QR factorization)　기법과
[8]

 고

유값 분해 (eigen-decomposition) 기술을 바탕으로 

한 기법이
[9]

 각각 제안된 바 있다.

이 논문에서는 라그랑지 (Lagrange) 기법을 써서, 

영선판분을 써서 특징을 추출하는 문제를 선형 방

정식 문제로 바꾸는 과정을 보인다.

Ⅱ. 영 공간 기반 선형 판별 분석법

패턴 인식에서,   부류 패턴 인식 문제는 일대다 

(one-versus-all) 방법으로
[10]

, 두 부류 패턴 인식 문

제 개로 바꿀 수 있기 때문에, 이 논문에서는 두 

부류 패턴 인식 문제만을 다룰 것이다. 선형 특징 

추출기는    로 널리 표현된다. 여기

서, ∈ 는 입력이고, ×  벡터 는 선형 판

별 벡터라고 (linear discriminant vector: 줄여서, 선

판벡) 부르며, 스칼라 는 바이어스이다.

이제, 자료 ∈와 그 표식 ∈  
들의 집합을     


이라 가정하자. 문제

를 간단히 하기 위해, 자료 가 정렬되어 있어

서 표식 벡터    ⋯    ×  

× 

처럼 쓸 수 있다고 하자. 이때, × 는 

모든 원소가 인 ×  행렬이다.

영선판분은, 제한조건이    일 때 선

판벡

  arg max           (1)

을 얻는 문제이다. 여기서, ∥∙∥는 유클리드 길

이이고 (Euclidean norm), 

   


       (2)

는 차수가 (rank)  인 × 부류사이 분산행

렬이며 (between-class scatter),

 
 

  


   (3)

은 차수가 min   인 × 부류안 분산 

행렬이다. 여기서, 

   ⋯              (4)

는 ×  자료 행렬이고,    ∈부류 
은 부류 의 가리킴 수 집합이며, 

 

 
∈

            (5)

는 부류 의 표본 평균 벡터이다. 또한, 은 의 

원소들의 개수이다. 일단 선판벡 이 정해지면, 

바이어스 은 

  
 
 



  
        (6)

으로 얻을 수 있다.

Ⅲ. 라그랑지 기법을 써서 선형 방정식 문제로 

바꾸기

 먼저, ∥∥   에서 






 


 




 

(7)

이기 때문에, (1)을 

  arg min

           (8)

로 다시 쓸 수 있다. 여기서, 

∥∥ 
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



          (9)

이고

 



          (10)

이다. 또한, 제한조건  을

 

  ×                (11)

로 다시 쓸 수 있다. 여기서,

  


 


          (12)

이다. 이제, (8)과 (11)에 나타난 문제의 라그랑지 

함수를

  

  ×       (13)

으로 둘 수 있다. 이때, ×  벡터 는 라그랑지 

곱수이다 (multiplier). 라그랑지 함수 을 와 

에 대해서 각각 편미분한 값이 이 되도록 만들면,

×                  (14)

와

                (15)

를 얻을 수 있다.

이제 (14)와 (15)를 써서, 라그랑지 함수 (13)을 

  
          (16)

으로 다시 쓸 수 있다. 따라서, 제한조건이 (11)인 

문제 (8)을 제한조건이 (14)인 문제

  arg min         (17)

 

로 다시 쓸 수 있고, 이때 와 의 관계는

                  (18)

임을 (15)에서 알 수 있다. 라그랑지 기법을 써서 

앞과 비슷하게 몇 단계 거치고 나면, 제한조건이 

(14)인 문제 (17)을

  arg min  


× ×

 



× ×   (19)

처럼 쓸 수 있다.

식 (19)에 보인 목적함수를 에 대해 미분한 값

을 으로 두면,

                 (20)

임을 알 수 있다. 여기서, 

  
 


 × 

 

  ×   

(21)

이고, 

  
 

 ×    

   

(22)

이다. 여기서, 은 ×  단위행렬이고, 

 





×  


×







   (23)

은 응답벡터이다. 이제, (10)과 (18)에서

    
       (24)

이고, (1)에서 ∥∥ 이기 때문에 스칼라 

  
의 값이 ±∥∥


임을 알 

수 있다. 그러므로, 

 ±∥∥


          (25)

이다. 곧, 선형 방정식 (20)를 풀어 를 얻으면 




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선판벡 을 얻을 수 있다.

벡터  가 의 영 공간과 직교하지 않

으며, 가 완전 계수 행렬이라는 조건에서 (20)

를 얻었음을 새겨두자. 한편,  가 의 

영 공간과 직교할 때는, 

 

  


     (26)

이 늘 이기 때문에 (1)의 풀이가 없다. 다만, 

가 특이행렬일 때에는, 작은 양수 를 써서 

를 완전 계수 행렬  로 바꾸는 

방법을 (섭동법) 써서 를 얻을 수 있다.

Ⅳ. 벡터   얻기

식 (20)을 써서 바로 를 얻는 방법은 



  쯤의 곱셈이 든다

[11]
. 계산량을 줄

이기 위해, 바로 얻는 방법 대신에 다음 방법으로 

를 얻어보자. 식 (14)에서 ×    이므로, 

행렬 

     ×         (27)

이

                (28)

을 만족시킴을 쉽게 알 수 있다. 이제, 보다 

큰 실수 를 생각하면 행렬 은 양정치이기 때

문에, 촐레스키 분해를 써서 (28)을 풀면 의 해

를 얻을 수 있다. 이렇게 를 얻으면 직접 얻는 

것 보다 복잡도가 더 낮을 것이라는 것을 예상할 

수 있다.

Ⅴ. 맺음말

이 논문에서는 라그랑지 기법을 써서, 영 공간 

기반 선형 판별 분석법을 써서 특징을 추출하는 문

제를 선형 방정식 문제로 바꾸었다. 이렇게 얻어진 

선형 방정식 문제를 풀어 특징 추출기를 얻는 과정

은, 원래의 문제를 풀어 특징 추출기를 얻는 과정보

다 복잡도가 더 낮을 것으로 기대한다.
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