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  보로노이 셀에서 리만 적분을 이용한 임펄스 잡음 

환경에서 동작하는 회전 변환 QPSK 기법의 성능 해석
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over Impulsive Noise Using Rieman Integral over Voronoi Cell
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요   약

임펄스 잡음에 강인한 2차 회전변환 기법을 적용한 QPSK 시스템에서 최대우도 복호기의 비트오율 성능을 정확

하게 분석하였다. 이 분석 방법은 보로노이 셀에서 2차원 가우시안 Q-함수의 리만 적분을 응용한 것이다. 일반적

인 2차 회전변환 기법에 대하여 보로노이 셀의 다양한 특징을 기하학적 방법으로 분석하여 정리하였다. 이러한 분

석 결과를 이용하여 비트오율을 최소화하는 회전변환 파라미터를 도출하였으며, 기존의 근사적인 성능 해석 방법

과의 차이도 고찰하였다. 
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ABSTRACT

An exact performance analysis of an ML detector for a 2-dimensional rotation-transform aided QPSK system 

operating over an impulsive noise environment is presented using Rieman integrals of a two-dimensional Gaussian 

Q-function over Voronoi cells. A set of interesting features of the Voronoi cells is also characterised  

systematically. An optimum rotation angle yielding the minimum BER is also studied. The differences between 

the proposed exact method and the previous approximate analysis method are investigated in terms of the 

corresponding BERs and the derived optimum angles.
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Ⅰ. 서  론

다양한 환경에서 동작하는 통신 시스템이 겪는 

잡음은 많은 경우 임펄스 잡음에 해당한다
[1][3].

 이러

한 임펄스 잡음은 전파 통신에서는 번개 등의 기상

현상, 자동차 엔진 및 가전제품에서 발생하는 전자

파, 셀룰러 네트워크의 다중사용자 간섭 신호 등에 

의하여 발생하며, 수중 음파 통신에서는 급격한 수

류 변화, 빙산 등의 붕괴음 등에 기인한다
[3-5]

. 이러

한 임펄스 잡음의 통계적 특성은 서로 다른 분산을 

갖는 무한개의 가우시안 분포의 합으로 표현할 수 

있다는 것이 알려져 있다
[3]

. 또한 많은 경우 처음 

개의 가우시안 분포로 근사화 될 수 있다는 것이 

알려져 있으며, 특히  인 경우의 임펄스 잡음 

모델은  관측되는 임펄스 잡음과의 유사성 및 개념

적 단순성, 분석의 용이성 때문에 많은 문헌에서 사

용해 왔다
[4,6,12,15]

. 

한편, 이러한 임펄스 잡음에 강인한 통신 시스템

을 설계하고자 하는 시도도 꾸준하게 이루어져 왔

다
[1,4,7]

. 1963년 Lang은 회전변환을 적용하여
[1]

 임
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펄스 잡음 환경에서 다이버시티 이득을 얻고자 하

였다. 또한 임펄스 잡음 환경에서 강인하게 동작하

는 CDMA 시스템의 특성이 분석되었고
[4]

, 단일 반

송파 및 다중 반송파를 이용한 QAM 시스템이 임

펄스 잡음 환경에서 어떠한 성능을 갖는지도 분석

되었다
[5,6]

. 기본적으로 임펄스 잡음 환경에서 동작

하는 CDMA 및 다중반송파 시스템은 Lang이 제안

한 회전변환
[1]

 행렬로 각각 WHT (Walsh-Hadamard 

Transform) 및 DFT (Discrete Fourier Transform) 

행렬을 이용하는 경우와 동일하다. 이러한 BER 성

능 분석들은 간단한 선형 수신기를 가정하여 이루

어졌다.

이러한 회전변환 행렬은 Lang의 제안 이후 33년

만인 1996년 Boutros와 Viterbo 등에 의해 신호 공

간 다이버시티 (SSD; Signal Space Diversity)라는 

이름으로 레일레이 페이딩에 강인한 시스템을 설계

하기 위해 널리 사용되게 된다[9]. 또한 2003년부터 

회전변환 행렬은 시공간부호화 기법에 적용되어 골

든 부호 등의 이름으로 널리 알려졌다. 원래 Lang

이 의도했던 임펄스 잡음에 강인한 시스템을 설계

하기 위한 회전변환 행렬이 페이딩 채널에서도 유

용하게 사용되고 있는 것은, 2004년 Häring과 

Vinck가
[12]

 관찰한 것과 같이 완벽한 채널 정보를 

가정할 때 레일레이 페이딩 채널과 임펄스 잡음 채

널이 등가적이기 때문이다.

회전변환 행렬을 적용한 시스템 및 다양한 시공

간부호화를 적용한 시스템, 협동 시공간부호화 기법

들을 적용한 시스템들의 BER 성능 분석은 복호 기

법으로 최대우도 (ML; Maximum Likelihood) 기법

을 적용하더라도 대부분 유니온 바운드 (union 

bound)를 적용한 심벌-쌍 오류확률 (pair-wise 

symbol error probability)을 이용하여 근사적으로 

이루어져왔다[8]. 그 이유는 첫째로 ML 기법의 정확

한 BER 분석은 보로노이 셀의 비선형 특성 때문에 

매우 복잡하기 때문이다. 둘째로는  높은 SNR 영

역에서 기존의 근사적인 분석방법이 실제 모의실험 

결과와 거의 유사하기 때문이다.

이러한 근사적인 BER 성능 해석 방법이 널리 

사용되고 있음에도 불구하고, 정확한 BER 해석이 

필요한 이유는 학문적 호기심을 충족시키기 위한 

것 외에도 여러 가지 실용적 이유가 있다. 우선 낮

은 SNR 영역에서 기존의 근사적 BER 성능 해석 

방법이 실제 값과 상당한 오차를 나타내기 때문에 

이 영역에서는 정확한 BER 결과를 얻기 위해 상당

한 시간이 소요되는 모의실험 결과에 의존해야 하

는 현실적 이유가 있다. 또한 다양한 통신 시스템에

서 BER 성능을 최적화하기 위한 시스템 파라미터

를 도출할 경우 근사적 BER 해석에 기반한 최적의 

파라미터가 실제 시스템에서도 최적이라는 보장이 

없다. 또한, 최근 여러 가지 채널 부호화 기법들에 

대하여 모의실험 없이 채널 BER을 이용하여 복호 

BER을 얻을 수 있는 기법들이 연구되고 있어, 정

확한 채널 BER을 얻는 것이 매우 중요해졌기 때문

이다.

지금까지 회전변환 및 시공간부호화 기법과 관련

하여 문헌상에 발표된 정확한 BER 해석은 매우 드

물고 제한적이다
[12][14]

. 본 논문은 일반적인 2차 실

수 회전변환 행렬을 적용한 QPSK 시스템을 ML 

기법으로 복호하는 경우에 보로노이 셀의[2] 특징을 

분석하여 정확한 BER 성능 해석에 필요한 파라미

터를 체계적으로 도출하였다. 이러한 파라미터를 이

용하여 정확한 BER 및 기존의 유니온 바운드에 기

반한 근사적 BER을 모두 도출하여 비교하였고, 주

어진 임펄스 잡음 파라미터에 대하여 BER을 최소

화하는 최적의 회전 각도를 고찰하였다. 

이 논문의 나머지 부분은 다음과 같이 구성되어 

있다. 제 Ⅱ절에서는 페이딩 채널과 임펄스 잡음을 

통합적으로 고려하는 시스템 모델을 도출한다. 제 

Ⅲ절에서는 정확한 BER 해석을 위한 보로노이 셀

의 여러 특징들을 체계적으로 고찰한다. 제 Ⅳ절에

서는 보로노이 영역에서의 리만 적분을 이용하여 

정확한 BER을 표현하고, 임펄스 잡음 채널에 대하

여 정확한 평균 BER 결과 및 기존 기법을 이용한 

근사 BER 결과를 비교한다. 마지막으로 Ⅴ절에서 

결론을 제시한다.

Ⅱ. 시스템 모델

2.1. 수신 신호 모델

송신기는 QPSK 변조된 × 심벌 벡터 에 다

음과 같은 회전 변환을 적용하여 송신 부호 심벌 

벡터 를 구한다
[1,9]

.




 


 

 
(1)

위 식에서 는 cos를, 는 sin를 나타낸다. 

두 송신 심벌이 독립적인 레일레이 페이딩 채널을 

통과하여 임펄스 잡음 환경에서 수신되는 경우, 

× 수신 심벌 벡터는 다음과 같이 표현된다.
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   (2)

이 때, 두 송신 심벌은 시공간부호화 기법을 적

용하는 경우 서로 다른 안테나를 통해 전송되며, 신

호공간 다이버시티 기법을 적용하는 경우 충분히 

긴 인터리버를 이용하여 서로 다른 시간에 전송될 

수도 있다. 이 외에도 주파수-공간 부호화 기법을 

적용하는 경우 서로 독립적인 페이딩을 겪는 부반

송파를 통해 전송될 수도 있다. 식 (2)에서 × 

차원의 페이딩 행렬 는 대각 행렬 (diagonal 

matrix)로 크기 및 위상을 나타내는 두 대각 행렬의 

곱으로 다음과 같이 분리하여 표현할 수 있다.

 (3)

위 식에서 페이딩 크기에 해당하는 실수 대각 행

렬은  diag로 정의되고, 위상을 나타내

는 복소 대각 행렬은  diag로 정의된

다. 페이딩 크기 과 는 서로 독립적인 레일레

이 분포를 따르며 평균전력은 모두 1이라고 가정한

다. 위상 성분 과 는   구간에서 균일 분

포를 갖는다고 가정한다. 변조 심벌 의 원소들은 

QPSK 성상 집합 ±± 가운데서 선택된다. 복

소 임펄스 잡음 신호 벡터    
 의 원소들

은 서로 독립적이고 다음과 같은 확률분포를 갖는

다고 가정한다
[4,6,14]

.

 

























(4)

즉, 임펄스 잡음은 의 확률로 
의 분산을 갖거

나 의 확률로 
의 분산을 갖는 가우시안 

확률변수로 나타낸다. 임펄스 잡음의 특징을 결정짓

는 와 는 환경에 따라 다르며 보통 ≪ 이고 

≫ 의 값을 갖는다[4]. 마지막으로 식 (2)에서 

는 신호대잡음비 (SNR; Signal-to-Noise Ratio)를 

결정짓는 상수이다. 이 논문에서는 복호기가 완벽한 

채널 정보를 알고 있다고 가정한다. 즉, 식 (3)으로 

표현된 페이딩 채널 정보와 복소 임펄스 잡음 성분

인 과 의 분산 

 및 


도 알고 있다

고 가정한다. 각각의 은  또는 값을 갖는다. 

참고문헌 [12]도 동일한 가정을 하였다.

2.2. ML 복호기

식 (2)에 나타낸 임펄스 잡음 신호 는 실수 부

분과 허수 부분이 독립적이고 동일한 분포를 갖는 

가우시안 확률변수의 합으로 구성되어 있기 때문에 

위상 회전을 적용하여도 그 통계적 특성이 바뀌지 

않는다. 따라서 수신 심벌에 를 곱하여 페이딩에 

의한 위상 회전을 보정하면 다음과 같다.

′  ′ (5)

위 식에서 ′ 이다. 한편, 심벌 벡터 의 실

수부 및 허수부를 각각  및 라고 하면, 식 (5)

에서 와 이 실수 이므로 실수부 및 허수부로 

구분하여 전체 식을 다음과 같이 나타낼 수 있다.

′    ′
′    ′

(6)

식 (6)에서 회전 변환에 의한 부호 심벌 벡터 의 

실수부 및 허수부 는 다음과 같이 정의된다.

     (7)

송신 심벌 벡터 의 실수부 및 허수부가 서로 독립

적이므로 식 (6)을 이용하여 독립적으로 각각 동일

한 ML 복호 기법을 적용할 수 있다. 따라서 식 (6)

에서 실수 부분만을 고려하여 분석하기로 한다. 

식 (6)에서 는 실수 대각 행렬이므로 식 (6)의 

실수부는 다음과 같이 두 수식으로 나타낼 수 있다.

′    ′
′    ′

(8)

식 (8)에서 사용된 첨자 1과 2는 식 (6)에 나타낸 

벡터의 첫 번째 및 두 번째 원소를 나타낸다. 이제 

식 (8)에서 실수 임펄스 잡음 성분 ′과 ′은 

각각 

 및 


의 분산을 갖는 가우시안 분포

를 갖는다. 이제 식 (8)을 이용하면, 을 위한 ML 

복호 심벌 을 다음과 같이 나타낼 수 있다.

  arg min ′  (9)

위 식에서 ML 평가함수(metric) ∙은 다음

과 같이 정의할 수 있다.





′ 





′ 

(10)

www.dbpia.co.kr



논문 / 보로노이 셀에서 리만 적분을 이용한 임펄스 잡음 환경에서 동작하는 회전 변환 QPSK 기법의 성능 해석

227

AR

BR

B

A

CR

DRD

1G

2G1P

2P

1Q

2Q

0

C

1E

2E

(00)

(01)

(11)

(10)

그림 1. 보로노이 셀, case 3,     

Fig. 1. Voronoi cell, case 3,     

즉, ML 복호 기법은 식 (10)의 값이 최소가 되

는  및 에 해당하는  및 을 찾게 된

다. 한편, 식 (10)은 다음과 같이 변형될 수 있다.

 
′


 



′


 


(11)

위 식은 식 (8)의 ′ 및 ′을 각각  및 

로 나누어 얻은 다음 식을 분산이 1인 독립적 

가우시안 잡음 환경에서 ML 기법으로 복호하는 경

우와 동일하다.

     
     

(12)

식 (12)에서   에 대하여   ′  
이며,     이고, 과 는 서로 독

립적이며 평균이 0이고 분산이 1인 표준 가우시안 

확률변수이다. 식 (12)의 을 -축으로, 를 -축

으로 나타내면, 식 (9)에 제시된 ML 복호 기법은 2

차원 평면의 한 점 로부터 거리가 가장 가

까운  을 찾는 기법과 동일하다. 이

것은 또 수신된 심벌로부터 얻어지는 한 점 

이 어떤 보로노이 셀에 속하는지 찾는 기법이라고 

볼 수 있다.

2.3. 보로노이 셀

참고문헌 [2]의 2장은 -차원 실수 공간의 유한 

점 집합 의 어떤 한 점 에 해당하는 보로노이 

셀을 다음과 같이 정의하고 있다.

    ∈  ≤ ∀ . (13)

보로노이 셀은 여러 학문분야에서 널리 쓰이고 있

는 개념으로
[2][13]

 통신 시스템에서는 ML 복호 영역

을 나타내기 위해 사용되어왔다. 그림 1은 식 (12)

에 해당하는 보로노이 셀의 한 예를 나타낸 것이다. 

식 (12)에서 과 은 식 (1)과 식 (7)으로부터 

각각   과  로 나타낼 수 있

고, 과 은 ±의 값을 갖기 때문에, 식 (12)

에서 잡음이 없는 경우에 해당하는 좌표값들은 그

림 1에서 점 에 해당한다. 각 점에 해당하

는 보로노이 셀은 그림에서   로 나

타내었다. ML 복호기의 비트 복호 오류는 그림 1

에서 어느 한 점으로 나타내어지는 수신 심벌이 송

신 비트에 해당하는 보로노이 셀들을 벗어나는 경

우에 발생한다. 예를 들어 그림 1에서 실수부의 

LSB (Least Significant Bit)에 해당하는 비트 0이 

ML 복호기에 의해 오류 없이 복호되기 위해서는 

수신 심벌이 보로노이 셀  또는  에 위치하

여야 한다. 따라서 실수부의 LSB에 해당하는 비트

의 BER은 다음과 같이 보로노이 셀 영역에서의 리

만적분으로 나타낼 수 있다.

 


  (14)

식 (14)로 표현되는 BER을 계산하기 위해서는 그

림 1에 나타낸 것과 같은 보로노이 셀의 여러 성질

들을 자세하게 파악할 필요가 있다.

Ⅲ. 보로노이 셀의 성질

3.1. 파라미터 정의

식 (13)에 나타낸 보로노이 셀의 정의를 이용하

면 그림 1에서 은 점 로부터 같은 거리에 

있어야 한다. 마찬가지로 는 점 로부터 

같은 거리에 있어야 한다. 구체적으로 다음과 같이 

 및 를 정의한다. 본 논문에서는 문맥에 따라 

어떤 점과 그 점의 좌표를 동일한 심벌을 이용하여 
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그림 2. 가능한 보로노이 셀의 형태 및  의 위치,   ×tan  
Fig. 2. Various Voronoi cells and the locations of   and  ,   ×tan  

나타내었다.

[정의1a] 점 은   인 경우 ∆의 외

심이며,   인 경우 ∆의 외심 (circum- 

centre)이고,  인 경우는 원점으로 정의한다.

[정의1b] 점 는   인 경우 ∆의 외

심이며,   인 경우 ∆의 외심이고, 

  인 경우는 원점으로 정의한다.

위 정의와 사각형 가 평행사변형임을 이

용하면  의 관계가 있음을 쉽게 알 수 있

다.

[정의 2] 점 과 는 각각 와 의 중

점이며, 점 과 는 각각 와 의 중점이

다.

역시,  ,  의 관계가 성립한다.

[정의 3] 길이 과 는 각각  과 

 으로 정의한다.

[정의 4] 점 은 에서 에 수직으로 그은 

선분과   또는 그  연장선과 만나는 점이며, 점 

는 에서 에 수직으로 그은 선분과   

또는 그  연장선과 만나는 점이다.

[정의 5] 길이 과 는 각각   와 

  로 정의한다. 이 때  는 의 

길이 및 sgn 의 부호를 갖는 함수로 정의

한다. 한편 는 점 의 좌표를 나타내고, 

sgn⋅  함수는 입력 값의 부호를 나타낸다. 

[정의 6] 길이 은  ≥ 인 경우   ,  

  인 경우   로 정의하고, 는 

  로 정의한다.

[정의 7] 각 은 ∠로 정의한다.

[정의 8] 각 은 보로노이 셀 와 사이의 

경계선이 수평선과 이루는 각이며, 각 는 보로노

이 셀 와 의 경계선이 수평선과 이루는 각을 

나타낸다.

[정의 9] 각 은 와, 에서 보로노이 셀 

와   사이의 경계선에 수직인 선분이 이루는 

각이며, 각 는 와, 에서 보로노이 셀 
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(a) locus of   and  (b) angle 

그림 3. 보로노이 셀의 꼭지점  의 위치 및 각도,   ×tan  
Fig. 3. Location and angle of vortices of Voronoi cells,   and  ,   ×tan  

와  사이의 경계선에 수직인 선분이 이루는 

각을 나타낸다.

3.2. 파라미터의 성질

이제, 앞에서 정의한 점들의 좌표 및 길이, 각도

를 고찰해보자. 식 (1)에 적용된 회전각 의 범위는 

    를 가정하였고, 그림에서는  

 tan를 적용하였다[9]. 대부분의 경우 간단

한 기하학적 성질을 이용하여 분석하였으므로 자세

한 증명은 생략하기로 한다. 모든 해석 결과들은 수

치적 방법으로 검증되었다. 

우선 식 (1), (7), (12)를 참고하여 의 

좌표를 구하면 다음과 같다.

      

        
(15)

위 식에서  를,   를 나타낸다. 식 

(15)와 [정의 1a]로부터 의 좌표는 다음과 같이 

구할 수 있다.

 
 

    (16)

식 (16)에서   sgn 로 정의한다. 그림 1

과 그림 2는 이 갖는 서로 다른 7가지 경우

에 대하여 보로노이 셀과  및 의 위치를 나타

낸 것이다. 그림 2에서 는 다음과 같이 정의된다.

 







(17)

그림 2의 (c)에 나타낸 경우와 같이   인 

경우는    이 되므로 보로노이 셀은 간단

한 사분면으로 나타내어진다. 한편 그림 2의 (b)와 

(e)에 나타낸 case 2 및 case 6의 경우는 이 각

각  및 와 일치하게 되며, 과 를 외심으

로 갖는 삼각형들은 직각 이등변 삼각형이 된다. 그

림 2의 (a)와 (f)에 나타낸 case 1 및 case 7과 같

이  또는 가 다른 값보다 매우 큰 경우는 그

림에 나타낸 삼각형들의 외심 과 가 삼각형의 

바깥쪽에 위치하게 된다. 

식 (12)의 과 가 보로노이 셀에 미치는 영

향을 고찰하기 위하여 
 

  로 고정시키고, 

  를 변화시키면서 보로노이 셀의 여러 파

라미터를 고찰하여 보았다. 그림 3의 (a)는 를 

-40dB~40dB로 변화시켰을 때 과 가 그리는 

궤적을 나타낸 것이다. 비율 가 -40dB에서 0dB

로 증가할 때 은  ∞로부터 위쪽으로 올

라와 원점에 도달하게 된다. 또 비율 가 0dB에서 

40dB로 증가하면 은 원점에서 아래 오른쪽으로 

출발하여 ∞로 방향으로 이동한다. 한편, 

는 의 원점 대칭이므로 의 반대 방향으로 이

동한다. 

원점을 통과하는 보로노이 셀의 경계선이 수평선
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(a) angle, and  (b) angle, and 

그림 4. 보로노이 셀의 경계선이 이루는 각   및 경계선과 수직인 선분과 가 이루는 각  ,   ×tan  
Fig. 4. Voronoi cell boundary related angles,   and  ,   ×tan  

과 이루는 각은 [정의 7]에서 으로 정의하였고 

다음 식으로 나타낼 수 있다.

  tan

 

   (18)

그림 3의 (b)는 를 -40dB~40dB로 변화시키며 

을 구하여 나타낸 것이다. 그림에서 
는

tan 값으로 주어지고 


는 tan로 주어진다.

다음과 같이  및 를 정의하자.

  sgn
  sgn  (19)

그러면 [정의 8]의  및 를 다음 식으로 나타

낼 수 있다.

  tan









 




 

 







  tan









 




 

 







(20)

그림 4의 (a)는 를 -40dB에서 40dB로 변화시

키며 과 를 구하여 나타낸 것이다.  인 

경우, 즉   dB인 경우에는 식 (20)이 단순화되

어    ,   의 값을 갖게 된다. 

이와 같은 사실은 그림 2의 (c)에서 보로노이 셀의 

경계선이 서로 직교하는 것을 관찰함으로써 확인할 

수 있다.

식 (18)과 식 (20)에 나타낸  및 를 이

용하여 [정의 9]의  는 다음과 같이 나타낼 

수 있다.

  


 

  


 

(21)

그림 4의 (b)는 를 변화시키며 과 를 구하

여 나타낸 것이다. 그림에서   dB 근처의 한계

값 
와 

는 모두 
로 

주어지며, 
  

의 값을 갖고, 


  

의 값을 갖는다.

식 (21)로 나타낸 과 를 이용하여 [정의 5]

의 과 를 다음과 같이 구할 수 있다.

   cos
   cos (22)

위 식에서 의 길이는 다음과 같이 표현된다.

  














(23)

한편, [정의 3]의 과 는 다음과 같이 나타

낼 수 있다.
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그림 5. 첫 번째 비트의 비트 오율 해석에 필요한 보로노이 셀에서의 리만 적분을 위한 영역
Fig. 5. Rieman integration area over Voronoi cell for the BER analysis of the first bit

  

  
(24)

마지막으로, [정의 6]의 과 는 다음과 같이 

나타낼 수 있다.

 
    

    
(25)

Ⅳ. 비트 오율 해석 

4.1. 리만 적분 및 비트 오율

제 III절에서 구한 보로노이 셀의 파라미터를 이

용하여 BER 해석을 하기 위해서는 그림 1과 2에 

나타낸 보로노이 셀을 회전시켜 그림 5와 같이 나

타내는 것이 편리하다. 그림 1을 관찰해보면 첫 번

째 비트(LSB)가 0인 영역은 보로노이 셀 와 

의 합집합으로 나타내어진다는 것을 알 수 있다. 따

라서 첫 번째 비트의 BER 분석을 위하여 보로노이 

셀 다이어그램을  만큼 시계 방향으로 회

전시켜 그림 5와 같은 새로운 보로노이 셀 다이어

그램을 얻는다. 식 (12)에서 두 가우시안 확률 변수

는 서로 독립적이고 평균이 0이며 분산이 1인 표준 

분포를 갖기 때문에 그림 1과 2에 나타낸 2차원 보

로노이 셀 다이어그램에서 원점에 대칭인 특성

(circular symmetric)을 갖는다. 따라서 보로노이 셀 

다이어그램을 회전시킨 그림 5의 -축 및 -축에서

도 동일한 분포를 갖는다. 한편, 그림 5에서 빗금친 

영역은 비트 오류가 발생하지 않는 영역을 나타내

고 있다.

그림 5의 (a) 왼쪽에 나타낸 것과 같이   

인 경우 를 기준으로 한 첫 번째 비트의 BER 

는 다음과 같은 리만 적분으로 표현된다.




 




∞

 


 

∞


∞

∞

 

(26)

위 식에서 과 를 연결하는 직선의 방정식은 

[정의 9]에 의하여 기울기는 이고 점  을 

지나므로 다음과 같이 나타낼 수 있다.

  
 tan tan  (27)

식 (27)에서 은 기울기이고 은 -절편에 해당한

다. 식 (26)에서 는 2차원 표준 가우시안 분

포로 다음과 같이 나타낼 수 있다.

   

 exp
  (28)

식 (28)에서   및 는 평균 0과 분산 1

을 갖는 표준 가우시안 확률분포 함수이다. 한편, 

그림 5의 (a) 오른쪽에 나타낸 것과 같이   

인 경우 를 기준으로 한 첫 번째 비트의 BER 

는 다음과 같은 리만 적분으로 표현된다.


 




∞



 




∞


∞

∞

 

(29)

식 (28)이 -축에 대하여 대칭인 것을 고려하면 
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(a) bit-1 (LSB) (b) bit-2 (MSB)

그림 6. 과 의 비율에 따른 리만 적분을 위한 거리 파라미터,   ×tan  
Fig. 6. A set of distances for Rieman integral as functions of the ratio of   and  ,   ×tan  

식 (29)의 오른쪽에 나타낸 첫 번째 적분은, 그림 5

의 (a) 오른쪽에 나타낸 것과 같이, 직선 를 

-축에 대하여 대칭인 새로운 직선을 이용한 식으

로 표현할 수 있으며, 식 (29)를 다음과 같이 변형

할 수 있다.


 






∞

 




∞


∞

∞

 

(30)

식 (26)과 식 (30)을 통합하여 나타내기 위하여 

다음과 같이 상수들을 정의하자.

   tan
   tan 
  max   

(31)

식 (31)을 이용하면 모든 과 에 대하여 를 

기준으로 한 첫 번째 비트의 BER을 다음과 같이 

나타낼 수 있다.

  

  


 


 

∞

 




∞


∞

∞

 

(32)

식 (32)에서 은 앞서 II절에서   sgn 
로 정의하였다. 식 (32)는 다음과 같이 가우시안 Q-

함수를 이용하여 나타낼 수 있다.

  


 
  


(33)

그림 5의 (b)에 나타낸 를 기준으로 한 첫 번

째 비트의 BER도 같은 방법을 적용하여 다음과 같

이 나타낼 수 있다.

  
 


   


(34)

식 (34)에서 상수들은 다음과 같이 정의된다.

   tan
   tan 
  max   

(35)

식 (33)과 식 (34)를 이용하면 첫 번째 비트의 

BER 을 다음과 같이 나타낼 수 있다.

 Pr  Pr   (36)

식 (36)에서 는 두 번째 비트(MSB)를 나타내며 

송신기에서 전송하는 의 확률이 다른 일반적인 

경우를 가정하였다. 만약 같은 확률로  가 전송된

다면 식 (34)는 다음과 같이 간단하게 나타낼 수 

있다.
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(a) slope (b) y-intercept

그림 7. 과 의 비율에 따른 리만 적분 경계선의 기울기 및 -절편,   ×tan  
Fig. 7. The slopes and -intercepts of Rieman integral boundary lines for the various values of   ,   ×tan  

  

   (37)

두 번째 비트의 BER도 그림 1과 그림 2에 나타

낸 보로노이 셀 다이어그램을 만큼 반 시

계 방향으로 회전시켜 그림 5와 비슷한 적분 영역

을 점 와 점 를 기준으로 고찰함으로써 구할 

수 있다. 점 를 기준으로 하여 두 번째 비트의 

BER을 구하면 다음과 같이 표현할 수 있다.

  


 
  


(38)

 

여기서 상수들은 다음과 같이 나타낼 수 있다.

   tan
   tan 
  max   

(39)

또 점 를 기준으로 하여 두 번째 비트의 BER

을 구하면 다음과 같다.

  
 


   


 (40)

 

사용된 상수들은 다음과 같이 정의된다.

   tan
   tan  
  max    

(41)

그림 7은 식 (31), (35), (39) 및 (41)에 나타낸 

직선의 기울기 및 -절편 값들을 다양한  을 

적용하여 구한 후 나타낸 것이다.

식 (38)과 식 (40)을 이용하면 두 번째 비트의 

BER 를 다음과 같이 나타낼 수 있다.

 Pr  Pr   (42)

또, 같은 확률로  이 전송되는 경우는  다음과 같

이 나타낼 수 있다.

  

  (43)

이 경우 전체 평균 BER은 다음과 같이 표현된다.

  

  (44)

식 (44)에서는 평균 BER 가 SNR  
과 

 및 에 의존적이라는 것을 나타내기 위하여  

  로 나타내었다. 

한편, 식 (33), (34), (38), (40)은 다음 적분 계산

을 필요로 한다.

 




  

 
(45)

식 (45)에서 은 다음과 같이 정의된다.
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(a) comparison of   at   dB (b) comparison of  and 

(c) component BER of exact ML BER,  (d) component BER of approximate BER,

그림 8. 과 의 비율에 따른 정확한 ML BER  및 기존의 근사 BER ,   ×tan  
Fig. 8. The BER comparisons of the exact ML BER  and the approximate BER  for the various values of  

  




  (46)

식 (46)에 나타낸 적분 의 일반적 해

는 알려져 있지 않지만 수치해석 방법으로 쉽게 적

분할 수 있다. 또 다음과 같이 가우시안 -함수를 

나타내면
[10]

 적분 범위를 고정시킬 수도 있다.

  
 



exp sin
      (47)

식 (47)을 식 (46)에 대입하고 부록의 (A.4)식을 이

용하여 정리하면 다음 표현식을 얻을 수 있다.

  
 







sin





 

 
(48)

위 식에서   sinsin를 나타내고, 

sin를 나타낸다. 식 (47)을 이용

할 때 주의하여야 할 것은, 식 (47)이  인 경

우에만 성립하기 때문에,   인 경우 대신 

값으로 변형하여 적용하여야 한다는 것

이다. 

또한 다음과 같은 가우시안 -함수의 근사식
[11]

을 이용하면 해석적 결과식도 얻을 수 있다.

≃



  




 (49)

식 (49)를 식 (46)에 대입하고 부록의 (A.4)식을 이

용하여 간단하게 정리하면, 을 다음과 같

은 해석적 근사식으로 표현할 수 있다.
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그림 9. 근사 BER을 구하기 위한 거리 인자
Fig. 9. Distance parameters for the union bound BER

≃

 








 (50)

식 (50)에서 는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

  




 

 
  (51)

식 (51)에서는  과 가 각각   과  

으로 정의된다. 식 (50)은 ≫ 

일 때 정확도가 높다.

그림 8은 식 (44)에서 구한 평균 BER을 다양한 

 비율 및 정규화 된 SNR  
 

 에 

대하여 나타낸 것이다. 이 때 식 (46)의 계산은 사

다리꼴 수치 적분 방법을 적용하였다. 

4.2. 유니온 바운드를 이용한 비트 오율

기존의 BER 성능 분석 방법은 유니온 바운드를 

이용한 심벌 쌍 오류 확률에 기초하고 있다. 그림 1

에서 실제로는 심벌 가 전송되었으나 수신기에서 

심벌 로 복호될 심벌 쌍 오류 확률 (pair-wise 

symbol error probability) 는 다음 식으로 나타

낼 수 있다.

 ≤  (52)

한편,  이다. 다른 모든 심벌 쌍 오류 

확률도 다음과 같이 나타낼 수 있다.

 ≤ 
 ≤    ≤ 

(53)

식 (52)와 (53)에서 과 는 식 (24)로 주어지

고, 와 는 다음 식으로 주어진다.

   
    

(54)

그레이 기법을 이용한 비트-심벌 매핑을 가정하

고 심벌 쌍 오류 확률로부터 비트 오류 확률을 구

하면 다음과 같다.

  

   (55)

또한,    가운데 최소값을 기반으로 

오류 확률을 구하면 다음과 같다.

 min (56)

그림 9는 
 

  로 고정하고  비율을  

 -40dB ~ 40dB로 변화시키며 식 (55)와 식 (56)으

로 주어지는 와 을 구하기 위한 거리 인자

들을 나타낸 것이다. 그림 9를 관찰해 보면 와 

는  일 때 1의 같은 값을 갖고, 과 

는 그림 2의 (b)에 해당하는   일 때, 또 

와 는 그림 2의 (e)에 해당하는   일 때 

같은 값을 갖는다. 식 (56)의 은 그림 9의 거리

들 가운데 가장 밑의 최소값을 이용하게 된다.

그림 8의 (a)는 식 (55)에서 구한 심벌 쌍 오류 

확률에 기초한 BER 와 식 (56)에서 구한 최소 

거리 기반의 BER , 그리고 식 (44)에서 구한 

정확한 BER을 정규화 된 SNR 값이   dB일 

때 다양한  값에 대하여 나타낸 것이다. 그림 

8의 (a)를 관찰해 보면 정확한 BER 는 다음과 

같이 와 에 의하여 바운드 된다는 것을 알 

수 있다.

≤  ≤ (57)

그림 8의 (b)는 을 8dB부터 2dB 간격으로 

20dB까지 변경시키며 와 를 구하여 나타낸 
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(a) BER   versus  (b) optimum rotation angles, 

그림 10. 임펄스 잡음 환경에서 동작하는 회전변환 QPSK 기법의 ML BER 및 최적 회전각,    
Fig. 10. BER and optimum angles of rotation-transform aided QPSK over impulsive noise,    

것이다. 가로축인 의 비율이 –10dB ~ 10dB

인 경우 이 높은 값을 갖더라도 정확한 BER 

와 근사 BER  값의 차이가 지속된다는 것을 알 

수 있다. 다만,  값이 높은 경우에는 2dB 변화에 

해당하는 BER 값의 변화가 상대적으로 크기 때문

에, 와 의 차이가 두드러지게 보이지 않는 경

향이 있다. 그림 8의 (c)와 (d)는 각각 식 (44)과 식 

(55)에 나타낸 요소 BER 들의 변화 추이를 고찰하

여 본 것이다. 이러한 요소 BER들의 대칭 관계는 

보로노이 셀의 모양 및 리만 적분 영역이 서로 대

칭인 것과 관련이 있다.

4.3. 임펄스 잡음 환경에서의 비트 오율

식 (12)에 나타낸 ML 복호 신호 모델에서 과 

는 다음과 같이 각각 정의되었다. 



 
 

 
(58)

앞서 II절의 2.1에서 고찰한 것과 같이 본 논문에 

적용된 임펄스 잡음 모델은 의 확률로    값

을 갖고, 의 확률로 의 값을 갖는다. 여기서

는 레일레이 페이딩이 없다고 가정하고, 즉  

   으로 설정하고, 해당 시스템이 순수하게 

임펄스 잡음 환경에서 동작하는 경우 평균 BER을 

구하여 고찰하기로 한다. 

식 (44)를 이용하여 임펄스 잡음 환경에서 동작

하는 회전변환 QPSK를 적용한 ML 복호기의 평균 

BER 는 다음 식으로 나타낼 수 있다.

  


 
  

(59)

위 식에서 는 의 확률로 임펄스 성분의 영

향을 받지 않는 경우로   로 나타낼 수 

있다. 또, 는 의 확률로 임펄스 성분의 영향을 

받은 경우로   로 나타낼 수 있다. 

식 (59)에 나타낸 평균 BER 는 SNR  뿐만 

아니라 회전각 의 함수이기도 하다. 

그림 10과 11은      의 파라미터를 적

용하여 BER을 분석한 것이다. 이 파라미터는 임펄

스 잡음 환경에서 동작하는 통신 시스템을 고찰한 

여러 문헌에서 사용되어왔다
[4][15]

. 그림 10의 (a)는 

SNR 를 0dB에서 1dB단위로 34dB까지 변경 시

키며 회전각 ≤ ≤ 에 대하여 식 (59)에 나

타낸 평균 BER 를 구하여 나타낸 것이다. 그

림에서 굵은 선으로 나타낸 BER 곡선은 각각 SNR 

 값이 0dB, 10dB, 20dB, 30dB인 경우에 해당한

다. 그림 10의 (a)를 관찰해보면 SNR  값이 증가

함에 따라 넓은 범위의 에서 거의 가장 낮은 BER

을 얻을 수 있음을 알 수 있다. 그림 10의 (b)는 

SNR 값에 따른 최적의 회전각 를 나타낸 것

이다. 유니온 바운드와 최소 거리를 이용한 BER을 

적용하였을 때 얻을 수 있는 최적의 회전각도 함께 

구하여 그림 10의 (b)에 나타내었다. 그림 10의 (b)

를 관찰해보면 SNR 값이 17dB 이상인 경우 서로 
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그림 11. 최적 회전각을 적용한 ML BER,    
Fig. 11. BER with optimum angles,    

다른 세 가지 방법으로 구한 최적의 회전각이 거의 

일치하는 것을 알 수 있다. 그림 10의 (b)에서 관찰

할 수 있는 중요한 사실 가운데 하나는 SNR  값

이 0dB~15dB의 범위에 있는 경우 근사적 BER 해

석에 근거한 최적의 회전각(, 또는 )이 

갖는 경향성이 실제 BER 해석에 근거한 최적의 회

전각()이 갖는 경향성과 다르다는 것이다. 따라

서 근사적 BER 해석을 근거로 어떤 파라미터를 최

적화 할 때 그 경향성에 대한 고찰은 매우 신중하

여야 한다는 것을 알 수 있다. 

그림 11은 회전 변환을 적용하지 않은 경우의 

BER 와, 최적의 회전각을 적용하여 얻은 정확한 

BER min , 그리고 최적의 회전각을 적용하였을 

때 유니온 바운드를 이용하여 얻은 근사 BER 

min을 함께 나타낸 것이다. 회전 변환을 적용하

지 않은 경우의 BER 는 참고문헌 [6]에서 

분석되었으며 다음 식으로 나타낼 수 있다.

  
   

  
(60)

그림 11에서 관찰할 수 있는 것과 같이 최적 회

전 변환을 적용하고 ML 복호기를 사용하는 기법은 

회전 변환을 적용하지 않은 기법과 비교하여  

BER 영역에서는 약 10dB, 그리고  BER 영역

에서는 약 3dB 정도의  SNR 이득을 얻을 수 있다

는 것을 알 수 있다. 한편, 식 (59)로 표현되는 ML 

BER 를 계산할 때   으로 설정하게 되면 

식 (60)과 동일한 BER 결과를 얻을 수 있었다.  

그림 11에서 유니온 바운드를 이용한 BER min
은 모든 SNR 영역에서 실제 BER min보다 조금 

낮은 값을 나타내는 것을 관찰할 수 있다. 동일한 

BER을 얻기 위한 SNR 값의 관점에서 근사적인 

BER  min과 실제 BER min을 관찰해 보면, 

SNR 범위가 0dB~10dB일 때, 또 20dB~30dB일 때 

그 SNR 차이가 두드러지게 나타나는 것을 관찰할 

수 있다. 이러한 현상은 식 (59)의 오른 쪽에 나타

낸 첫 번째 및 두 번째 요소 BER이 각각 이 구간

에서 전체 BER에 가장 큰 영향을 끼치는 동시에, 

그림 8의 (b)에서 관찰할 수 있는 것과 같이 이 구

간이 근사 BER과 실제 BER의 차이가 두드러지게 

나타나는 이른바 ‘낮은 SNR’ 영역에 해당되기 때문

이다. 

Ⅴ. 결  론 

본 논문에서는 임펄스 잡음 환경에서 동작하는 

회전변환 QPSK 변조 시스템에서 ML 복호기를 사

용하는 경우 정확한 BER을 해석하기 위한 방법론

을 체계적으로 제시하였다. 제시한 방법론은 2차원 

공간에서 보로노이 셀의 특징을 분석하고, 리만 적

분을 이용한 요소 BER 값들을 유도한 후, 임펄스 

잡음 인자를 적용하여 평균 BER을 구하는 단계로 

구성되어 있다. 이러한 BER 해석 결과를 이용하여 

임펄스 잡음 인자의 영향, 회전변환 각의 영향을 용

이하게 고찰할 수 있었고, BER을 최소로 하는 최

적의 회전변환 각도 구할 수 있었다. 최적의 회전각

을 적용한 2차 회전변환 QPSK 시스템은 회전각을 

적용하지 않은 시스템과 비교하여, 의 BER에

서는 약 10dB, 의 BER에서는 약 3dB의 SNR 

이득을 나타내었다. 한편, 기존의 근사적 BER 해석 

기법도 함께 분석하여 그 차이 및 유사성을 고찰하

였다. 기존의 심벌 쌍 오류 확률 및 최단거리 기준

의 오류 확률에 기반을 둔 근사적 BER 값들은 본 

논문에서 유도한 정확한 BER과 각각 약간 낮거나 

높은 값을 나타내었다.

부  록 

본문의 식 (48)과 식 (50) 및 (51)를 유도하는 과

정에서 다음 적분 관계식을 사용하였다. 먼저, 적분 

 
를 다음과 같이 정의하자.
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 
 

 














. (A.1)

식 (A.1)에서   로 치환하면,

 

 




 






 (A.2)

를 얻을 수 있다. 또 식 (A.2)에서  로 

다시 치환하면,

 

 




 





 (A.3)

로 나타낼 수 있고, 식 (A.3)은 가우시안 -함수를 

이용하여 최종적으로 다음과 같이 나타낼 수 있다.

  
 

  (A.4)
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