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이상 인 자기 상  특성을 갖는 4진 수열
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요   약

본 연구에서는 짝수 주기와 균형성을 갖는 4진 수열에 하여 이상 인 자기상 특성을 정의하고, 이것이 이상

인 자기상 특성이 됨을 증명하 다. 한, 주기가  인 이상 인 자기 상  특성을 갖는 이진 수열과 Gray 

사상을 이용하여 주기가 × 인 이상 인 자기 상  특성을 갖는 4진 수열의 생성법을 제안한다. 한 새로 

제안된 4진 수열의 자기상  분포도 유도하 다.
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ABSTRACT

In this paper, we define ideal autocorrelation property for balanced quaternary sequence with even period. We 

also prove that our definition is ideal autocorrelation property for balanced quaternary sequence with even period. 

Furthermore, we propose a generation method of quaternary sequence with ideal autocorrelation property of 

period ×  using a binary sequence with ideal autocorrelation of period   and Gray mapping. We 

also derive the autocorrelation value distribution of the newly proposed quaternary sequence.  
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Ⅰ. 서  론

우수한 자기상  특성을 갖는 의사 불규칙 수열은 

신호처리  통신과 같은 여러 디지털 시스템에서 

요한 역할을 하고 있다. 이러한 수열들에 있어 가장 

요한 특성은 동기  이외에서의 자기 상 값이 작

아야 한다는 것이다. 한, 이진  4진 변조를 이용하

는 디지털 통신 시스템에 용하기 용이한 이  때문에 

이진  4진 수열이 다른 수열보다 각 을 받고 있다. 

이러한 이유로 재까지 우수한 상 특성을 갖는 이진 

 4진 수열에 한 다양한 연구가 진행되어 왔다. 

가 동기 을 제외한 다른 상에서의 자기상

특성의 최 값이라 하자.   이면 이를 완

자기상 특성이라 한다. 그러나 몇몇 아주 짧은 주기

를 제외하면 완 자기상 특성을 갖는 이진  4진 

수열이 존재하지 않는다는 것이 재까지의 가설이며, 

수많은 모의실험 결과가 이를 뒷받침 하고 있다[1]. 

  이면 이를 이상 인 자기상 특성이라 하며, 

이진 수열에 있어 재까지 m-수열[2], GMW수열[3] 

방정식의 사상수열[4] 등과 같은 수많은 연구 결과가 

알려져 있다.

우수한 상 특성을 갖는 4진 수열에 해서도 다양

한 연구 결과들이 제안되어 왔다
[1,5-8]. Sidel’nikov는 

우수한 상 특성을 갖는 진 수열을 제안하 다[5]. 

이 수열에는 4진 수열이 그 특정 유형으로 포함된다. 

Schotten의 상보성에 기반한 수열군은 홀수 주기와 우

수한 상 특성을 갖는 4진 수열의 생성법이다[1,6,7]. 

한, Luke와 Schotten, Hadineja-Mahram은 짝수 주기
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에 하여   인 4진 수열의 생성법을 제안하

다. 주기가 ≡ 인 경우에는, Lee의 완

 상 특성을 갖는 수열[9]을 이용하여 생성한 인 수

열이 존재한다[1]. 이는 재까지 알려진 순수한 4진 

수열  자기상 특성이 가장 우수한 수열이다.

본 연구에서는 짝수 주기를 갖는 4진 수열의 이상

 자기 상 특성을 정의하고 이것이 이상 인 자기

상  특성임을 증명한다. 한, 이상 인 자기상 특

성을 갖는 이진 수열과 Gray 사상을 이용하여 주기가 

×  인 이상 인 자기상 특성을 갖는 4진 수

열의 생성법을 제안한다. 한, 새로 제안된 4진 수열

의 자기상  분포도 유도하 다.

이후 본 논문의 구성은 다음과 같다. 우선 2장에서

는 논문을 이해하는데 필요한 사 지식들을 설명한다. 

3장에서는 4진 수열의 이상 인 자기상 특성을 제안

하고 제안된 상 특성이 이상 인 값임을 보인다. 4장

에서는 이상 인 자기상 특성을 갖는 4진수열을 제

안하고, 마지막 5장에서 결론과 함께 논문을 마무리 

한다. 

Ⅱ. 사  지식

이번 장에서는 이후 논문에 이용되는 몇몇 정의와 

사 지식들에 하여 간단히 기술할 것이다. 양의 정

수 와 에 하여 가 주기가 인 진 수열이

라 하자. 한, 집합 를 다음과 같이 정의한다.

      ≤    ⋯

이 때, 주기가 인 4진 수열 가 균형성을 갖

는다는 것과 임의의  에 하여  ≤ 이라

는 것은 동치이다. 

의 자기 상 함수는 다음과 같이 정의된다.

 







단, ≤ 이고 는 차 원시 단 근이다.

수열이 동기 획득을 한 사 수열 등으로 통신 시

스템에서 이용되기 해서는 다음과 같은 특성들이 

요구된다.

동기  이외의 상에서 자기 상 함수값의 최 값

이 되도록 작아야 한다.

동기  이외의 상에서 자기상  함수값의 최 값

이 나타나는 빈도가 되도록 작아야 한다.

수열의 이러한 성질들은 무선통신 시스템의 동기 

획득을 하여 용될 때, 잘못된 동기 획득의 확률을 

여주게 된다. 이제 의 두 가지 특성을 만족하는 

수열을 이상 인 자기상 특성을 갖는 수열로 정의하

자. 주기가 홀수인 이진 수열에 있어 이상 인 자기상

특성이 다음과 같은 자기상 분포를 갖는 것은 익

히 알려진 사실이다.

   
  

이제   이 

 
 ⋯ 과 같 

이  으로 나  잉여류의 집합이라고 하자. 한, 

양의 정수 에 해 가 주기가  인 이상

인 자기상 특성을 갖는 이진 수열이라 하자. 이 때, 

의 특성 집합 는 다음과 같이 정의된다.

      ≤ ≤ 
  

단, ∈

 

이고    ∈, 

“+”는 
 

하에서의 덧셈이다. 의 균형성으로

부터 다음이 성립함은 자명하다.

  
   

 

한, 가 이상 인 자기상 특성을 가지므로 

≠에 하여 다음이 성립한다.

∩  

∩
  

∩  

∩
 

 

  인 경우 다음이 성립한다.

∩  

∩
  

∩  

∩
 

 

(1)

국인의 나머지 정리에 의하면 동형사상
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  ↦     

하에 
× 

≅⊗ 로 나타낼 수 있으므

로, 이후 편의상 ∈
×

 
와 

 를 동일한 의미로 사용한다.

이제 를 다음과 같이 정의되는 Gray 사상이

라 하자.

 










     
     
     
     

이 때, 주기가 인 두 이진수열  , 와 주기

가 이 4진 수열   에 하여 다음

이 성립함은 잘 알려진 사실이다[8].


 


 


 (2)

Ⅲ. 4진 수열의 이상 인 자기상 특성

이번 장에서는 4진 수열의 이상 인 자기상 특성

에 하여 논의한다.

양의 정수 와 에 해,  가 주기가 인 

진 수열이라 하자. 이 때, 진 수열  의 균형성은 

다음 정의와 같이 정의된다.

정의 1: 양의 정수 와 에 해,  가 주기가 

인 진 수열이라 하자. 이제 ≤ ≤에 하여 

 ,   ⋯를 다음과 같이 정의하자.

        ≤    

진 수열  가 균형성을 갖는다는 것은 가 다

음을 만족하는 것임은 잘 알려진 사실이다.

≤ 

단, 와 는   ⋯에 해 

각각 의 최 값과 최소값이다. 

균형성은 문자열의 크기  주기와 문자열의 계

에도 향을 받게 된다. 수열의 주기 ≡ 

인 4진 수열이 균형성을 갖는 경우, 수열의 한 주기를 

더한 무게합(weight sum)은 다음 사 정리와 같이 두 

가지 값을 가질 수 있다.

사 정리 2: 가 주기가 인 4진 수열이라 하자. 

이 때 가 균형성을 갖는 경우 의 무게합은 다

음과 같은 값을 갖는다.







        

±±  ≠≠

증명: 정의 1에 따르면 균형성을 갖기 해서는 의 

최 값과 최소값의 차이가 1 이하여야 한다. 그러므로 

주기가 ≡  인 4진 수열의 경우 는 다음

과 같은 값을 가지게 된다.

 












  




  

이 때,   이고   이면, 무게합이 0 이 되는 

것은 자명하다. 한 ≠이고   이면, 와 

가 1 차이가 나고 과 이 1차이가 나는 것이므로 

무게합이 ±±가 됨은 자명하다.           □

이제 짝수 주기를 갖고 균형성을 갖는 4진 수열의 

이상 인 자기상 특성에 하여 생각하여 보자. 주기

가 짝수이고 균형성을 갖는 4진 수열에 있어 이상

인 자기상 특성은 다음 정리와 같이 정의된다.

정리 3: 짝수 정수 에 해 가 균형성을 갖는 

주기가 인 4진 수열이라 하자. 이 때, 이상 인 자기

상 특성을 갖는 4진 수열 의 자기상 분포는 무

게합에 따라 다음과 같이 두 가지 경우로 주어진다.

Case 1) 무게합이 0인 경우

 










 

 




 




(3)

Case 2) 무게합이 0이 아닌 경우
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(4)

증명: 4진 수열의 경우 수열이 균형성을 갖는다는 것

은 한 주기 동안 수열에서 나타나는 각 문자들의 빈도

수가 1이하로 차이남을 의미한다. 그러므로 주기 

≡ 이거나 ≡  이고 무게합이 0

인 경우 다음이 성립한다.







  

이 때, 자기 상 분포의 정의와  수식의 결과로부

터 다음의 식이 성립함은 자명하다.






  












 












 











  

즉, 모든 상에 해서 자기상 함수값을 더하면 

0이 된다는 것이다. 이 때, 동기    에서 자기상

함수값은 이 되므로 다음이 성립한다.






 

4진 수열의 자기상 함수의 특성상 자기상 값의 

합이 항상 자연수로만 나와야 하므로 자기상  함수

의 값이 실수로만 이루어졌을 때의 값은 자기상  함

수의 값에 복소수가 있는 경우보다 값이 항상 작

게 된다. 그러므로  수식으로부터 자기상 함수 값

이 최소가 되는 경우는 다음과 같이 됨을 생각할 수 

있다.

 








   



 

그러나 4진 수열의 자기상  함수값의 실수 부분은 

항상 정수가 되어야 하므로 의 수식이 성립하는 것

은 불가능하다. 따라서 자기상  함수가 가질 수 있는 

최소의 자기상  함수값의 값은 ⌊ ⌋의 값인 2가 된다.

한, 짝수 주기의 특성상 자기상 값의 실수부가 

홀수로 나오는 것은 불가능 하므로 이상을 고려할 때, 

짝수 정수 에 하여 균형성을 갖는 4진 수열 

가 완  자기상  특성을 갖지 않는 경우 가질 수 있

는 최상의 자기 상  특성인 이상  자기상  특성은 

다음과 같게 된다.

 










 

 




 




무게합이 0이 아닌 경우 사 정리 2에 따라 다음이 

성립한다.







 ±±

이 때, 자기 상 분포의 정의와  수식의 결과로부

터 다음의 식이 성립함은 자명하다.






  












 












 











  

즉, 모든 상에 해서 자기상 함수값을 더하면 

2가 된다는 것이다. 

이 후 무게합이 0인 경우와 동일한 과정을 거치면, 

무게합이 0이 아니고 균형성을 갖는 경우 4진 수열이 

가질 수 있는 최 의 상 분포는 다음을 알 수 있다.

 










 

 




 


 

□
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Ⅳ. 이상 인 자기상 특성을 갖는 새로운 

4진 수열

이번 장에서는 이상 인 자기상 특성을 갖는 이진 

수열로부터 4진 수열을 생성하는 생성법을 제안한다. 

새로 제안된 4진 수열의 자기상 함수는 동기 을 제

외한 나머지 상에서 0과 –2만을 가지며, 이는 주기

가 ≡ 인 4진 수열에 하여 재까지 알

려진 최상의 결과이다. 한, 새로 제안된 4진 수열의 

자기상 분포 역시 유도하 다.

Krone와 Sarwate는 이진 수열과 이를 이용하여 (2)

과 같이 생성한 4진 수열의 상 함수 간에 다음과 같

은 계가 성립함을 보 다.

비정리 4 (Krone and Sarwate[8]): 와  , 

 , 가 동일한 주기를 갖는 이진 수열이고, 

와 가 각각   , 

  와 같이 정의되는 4진 수열이라 

하자. 이 때, 와 간의 상호상 함수  

는 다음과 같이 주어진다.

   








단, 는 두 이진수열 와 간의 상호상

함수이다.

이상 인 자기상 특성을 갖는 이진 수열과 Gray 

사상을 이용하여 다음 정리와 같이 정리 3의 자기상

분포를 갖는 4진 수열을 생성할 수 있다.

정리 5 (Jang, Kim, Kim, and No[5]): 양의 정수 

에 해, 가 이상 인 자기상 특성을 갖는 주기

가  인 이진 수열이라 하고 는 의 특성집

합이라 하자. 한 4진 수열 를 다음과 같이 정의

하자.

  

단, 와 는 다음과 같이 정의되는 주기가 

 인 이진 수열이다. 

     ∈⊗
   ∈⊗

    ∈⊗∪⊗
   ∈⊗∪⊗

이 때, 주기가  인 4진 수열 는 다음과 

같은 자기상 특성을 갖는다.

 








     
  ≡
  ≡  ≠

증명:   일 때,   
 임은 자명하다. 

비정리 4로부터, 를 다음과 같이 정리할 수 

있다.

  






그러므로 와  ,  , 를 구하

는 것으로 를 구할 수 있다.

의 정의로부터 를 다음과 같이 나타낼 수 

있다.

    

그러므로 다음이 성립함은 자명하다.

  
          
 

(5)

이제  ∈ 와  ∈ 에 해, 

  과   을 정의하면 정리 3에서 정의

된 와 의 정의로부터 를 다음과 같이 나

타낼 수 있다.

       

      

이 때, 의 자기상 함수 는 다음과 같이 

정리할 수 있다.
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(6)

  인 경우, (2)으로부터  식의 는 다음

과 같이 정리할 수 있다. 

  
 




 


 


    

 
 




 


 


    

 



  

 

(7)

  인 경우, (2)으로부터  식의 는 다음

과 같이 정리할 수 있다. 

  
 




 


 


    

  
 




 

 


   

  



   

 

(8)

이제 (8)과 (9)로부터 를 다음과 같이 계산할 

수 있다.

 









     

      
  ≡ 

≠
  ≡ 

 ≠ 

(9)

이와 유사한 방식으로 와 간의 상호상

함수 는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

  



  



 
 




 


 


   

  인 경우, (2)으로부터  식을 다음과 같이 정

리할 수 있다.

  
 




 

 


   

 
 


 


  

 
 


 


   

(10)

(2)을 이용하면  식이 아래와 같이 됨은 자명하

다.


 


 


     

 


 



 


 


 


      

 


 



 

그러므로   일 때,   이 된다. 한 

  인 경우, 는 다음과 같이 정리된다.

  
 




 


 


    

 
 

 


  

 
 


 


   

 

(11)

와 유사한 과정을 통하여   임을 

알 수 있다. 

(6)과 (9), (10), (11)로부터 는 다음과 같이 

계산된다.

  















     
  ≡
  ≡  ≠

(12)

□

이진 m-수열을 이용하여 다음과 같이 정리 3의 

제를 보일 수 있다.
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제 6: 가 다음과 같이 주어지는 주기가 15인 

이진 m-수열이라 하자.

  

이 때, 정리 5에서 정의된 와 는 다음과 

같이 주어진다.

  


  


정리 5에서 정의된 의 정의로부터 가 다음

과 같이 생성됨을 알 수 있다.

  


이 때, 의 자기상 함수 는 다음과 같은 

값을 갖는다.

   




정리 5의 의로부터 새로 제안된 4진 수열 

의 균형성에 한 다음 정리를 도출할 수 있다.

정리 7: 가 정리 5에서 정의된 4진 수열이라 하

자. 이 때, 는 다음과 같은 균형성을 갖는다.

 










  
  
  
  

증명: 의 정의로부터 다음이 성립한다.

 









  ∈⊗∩

 ∈⊗∩
  ∈⊗∩

 ∈⊗∩
  ∈⊗∩

 ∈⊗∩
  ∈⊗∩

  ∈⊗∩

이 때, ∩∅이고, ∩이므로 를 다

음과 같이 정리할 수 있다.

 










  ∈⊗
  ∈⊗
  ∈⊗
  ∈⊗

(1)로부터 가 다음의 분포를 가짐은 자명하다.

 










  
  
  
  

의 분포로부터 가 균형성을 가짐을 알 수 있다.  

                                     □

정리 7의 결과에 따라 정리 5에서 제안된 수열은 

균형성을 가지나 그 무게합이 0이 아님을 알 수 있다. 

한 정리 5에서 제안된 수열의 자기상 분포는 정리 

3에서 균형성을 가지나 무게합이 0이 아닌 경우의 자

기상 분포값과 동일하므로 이상 인 자기상 특성을 

가졌다고 볼 수 있다.

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 짝수 주기와 균형성을 갖는 4진 수

열에 하여 무게합에 따라 이상 인 자기상 특성을 

정의하고, 이것이 이상 인 자기상 특성이 됨을 증명

하 다. 한, 이상 인 자기상  특성을 갖는 이진 

수열과 Gray 사상을 이용하여 이상 인 자기상 특성

을 갖는 4진 수열을 생성하는 방법을 제시하 다. 새

로 제안된 생성법을 통해 이상 인 자기 상  특성을 

갖는 이진 수열이 존재하는 경우, 이를 이용하여 이상

인 자기상 특성을 갖는 4진 수열을 만들 수 있다.

본 논문의 결과인 이상 인 자기상  특성을 갖는 

4진 수열은 향후 통신의 다양한 분야에서 이용될 수 

있을 것으로 기 된다
[11-13].
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