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트리검색 기법을 이용한 희소신호 복원기법
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요   약

본 논문에서는 트리검색 기반의 GTMP (matching pursuit with greedy tree search)이라는 새로운 희소신호 복

원기법을 제안한다. 트리검색은 비용함수 (cost function)를 최소화함으로써 희소신호 복원 성능을 향상시키기 위해 

적용하였다. 또한 각 노드마다 트리제거 (tree pruning)기법을 이용하여 효율적인 알고리듬을 개발하였다. 본 논문

에서는 알고리듬의 성능분석을 통해 희소신호에서 영(0)이 아닌 값의 위치를 정확히 찾아내는 조건을 도출하였다. 

그리고 실험을 통해 GTMP가 기존의 희소신호 복원기법에 비해 성능이 향상되었음을 보였다.

Key Words : Compressed sensing, greedy algorithm, sparse recovery, tree pruning, tree search

ABSTRACT

In this paper, we introduce a new sparse signal recovery algorithm referred to as the matching pursuit with 

greedy tree search (GTMP). The tree search in our proposed method is implemented to minimize the cost 

function to improve the recovery performance of sparse signals. In addition, a pruning strategy is employed to 

each node of the tree for efficient implementation. In our performance guarantee analysis, we provide the 

condition that ensures the exact identification of the nonzero locations. Through empirical simulations, we show 

that GTMP is effective for sparse signal reconstruction and outperforms conventional sparse recovery algorithms. 

Ⅰ. 서  론

근래 희소신호 (sparse signal)를 복원하는 기법으

로서 압축센싱 (compressed sensing)이 많은 주목을 

받고 있다
[1-10]. 압축센싱은 신호에 내재된 희소성을 

이용하여 적은 수의 관측치 만으로 원 신호를 완벽하

게 복원하는 새로운 패러다임을 일컫는다. 원 신호벡

터 가 희소한 경우 측정신호 (measurement) 

  로부터 원 신호를 복원하는 문제는 아래에 보

이는 것처럼  -norm 최소화 ( -norm minimization) 

문제로 표현할 수 있다.

∥∥   subject to    (1)

여기서 ∈×는 측정행렬 혹은 센싱행렬 

(sensing matrix)로 불리우며   인 경우 과소결

정 행렬 (underdetermined matrix)이 된다.  -norm 

최소화 문제를 풀기 위해서는 신호벡터의 영 아닌 원

소의 개수를 증가시켜 가면서 (1)식의 제약조건을 만
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그림 1. GTMP기법의 구조
Fig. 1. Illustration of GTMP algorithm

족시키는 해를 찾는 과정이 필요하며 NP-hard의 복잡

도를 갖는다. 지난 몇 년간  -norm 최소화 방법의 복

잡도를[1] 줄이기 위한 여러 종류의 희소신호 복원기법

들이 제안되었다. 이러한 기법들은 큰 관점에서 두 종

류로 분류할 수 있다. 첫째는,  -norm 최소화에 기반

한 기법으로, 이에는 Basis Pursuit (BP)[1], BP 

Denoising (BPDN)[5,10], Dantzig Selector (DS)[6] 등

이 존재한다. 또 다른 방식으로는 greedy 기법이 있으

며 이에는 Orthogonal Matching Pursuit (OMP)
[7], 

Compressive Sampling Matching Pursuit 

(CoSaMP)[8], generalized OMP (gOMP)[9] 등이 있다. 

Greedy 기법은 반복적인 방식으로, 즉 한 번에 하나

씩 영이 아닌 원소의 위치를 찾아가면서, 희소 신호의 

서포트 (support, 영이 아닌 값의 위치)를 추정한다. 

잘 알려진 직교매칭퍼슛 (orthogonal matching 

pursuit, OMP)기법의 경우
[7] 센싱행렬 중 측정신호 

혹은 잔차 (residual)와 가장 상관도 (correlation)가 높

은 열벡터 (column vector)를 선택한 후, 선택한 열벡

터들을 이용하여 잔차 (residual)를 갱신하는 과정을 

반복함으로써 서포트를 추정해낸다. 일반적으로 

greedy 기법은  -norm 최소화기법에 비해 복잡도가 

낮고 쉽게 구현할 수 있지만, 성능이 다소 떨어진다는 

단점이 있다.

본 논문에서는 효과적인 희소신호 복원을 위한 

GTMP (matching pursuit with greedy tree search)기

법을 제안한다. GTMP기법은 기본적으로 greedy 알

고리듬과 트리검색 기법을 결합함으로써 희소신호 복

원성능을 향상시키는 알고리듬이다. 트리검색에 요구

되는 복잡도를 줄이기 위하여 가능성이 없는 노드를 

신속하게 제거하는 트리제거 (tree pruning)기법을 이

용하여 트리검색의 효율성을 향상시킨다. 여기서 트리

를 구성하는 노드 (node) 혹은 경로 (path)는 인덱스

의 조합으로 이루어지는데, 이는 각자 위치한 층 

(layer)에 해당하는 숫자만큼의 인덱스를 포함하고 있

다 (그림 1 참고). GTMP기법의 목적은 개의 인덱

스로 이루어진 서포트를 검출하는 것인 만큼, 트리는 

개의 층으로 구성되어 있다. GTMP기법은 사전탐

색 (pre-search)과 트리검색 (tree search)의 두 단계로 

구성되어 있다. 사전탐색 단계에서는 트리를 구성하는 

경로의 수를 줄이기 위해, 즉 트리검색의 복잡도를 사

전에 제어하기 위해, 센싱행렬 의 열벡터의 일부만

을 사전에 선택한다. 전체 인덱스의 집합을 라고 할 

때 (  ), 사전탐색을 통해 얻어진 인덱스 집합 

는 의 부분집합이며 집합의 원소의 수는 보

다 작다 (≪  ). 본 과정을 통해 트리검색 단계

에서 방문해야 하는 노드의 수를 에서   로 

크게 줄일 수 있다. 트리검색 단계에서는 각 열벡터의 

인덱스 (vector index)의 조합으로 이루어진 경로들로 

구성된 트리구조에서 서포트를 추정한다 (그림 1 참

고). 그리고 트리검색의 복잡도를 낮추기 위해 불필요

한 경로에 대한 탐색을 사전에 차단하는 트리제거기

법을 적용한다. 본 논문에서 제안하는 트리제거 기법

은 부분적 비용함수만 사용하는 종래의 트리검출 기

법과는 달리
[11-13], 기본적으로 검색의 중간 단계에서 

각 경로의 비용함수를 예측하여 비용함수가 클 것으

로 예측되는 경로를 제거함으로써 이루어진다. 구체적

으로는, 각 경로마다 이미 방문한 사전경로 (causal 

path)와 향후 방문할 것으로 예상되는 사후경로 

(noncausal path)를 결합하여 가상의 경로를 구성한 

후 이 경로의 비용함수 (cost function)를 주어진 문턱

값 (threshold)과 비교하여 경로의 제거여부를 결정한

다. 주어진 경로의 비용함수가 문턱값보다 큰 경우 궁

극적으로 선택되기 어려운 경로로 간주하여 트리로부

터 바로 제거한다.

본 논문에서는 GTMP기법을 제안함과 동시에, 서

포트의 크기가 인 희소신호를 완벽하게 복원하기 

위한 충분조건을 분석한다. 구체적으로는 제한적 등방

성 (restricted isometry property, RIP)을 사용하여, 잡

음환경에서 희소도가 인 희소신호의 서포트를 오류 

없이 검출하기 위한 충분조건을 분석한다. 또한 모의

실험을 통해 GTMP가 기존의 기법들보다 성능이 우

수하면서도 복잡도가 크게 증가하지 않음을 보인다. 

특히, GTMP의 성능을 오라클 추정기 (oracle 

estimator)와 비교하는데, 오라클 추정기는 희소신호
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그림 2. 트리검색 단계에서의 트리제거 기법
Fig. 2. Tree pruning strategy in tree search stage

의 서포트에 대한 사전정보가 주어진 추정기로서 희

소신호의 복원성능의 하한을 제공한다. 모의실험을 통

해 GTMP의 성능이 오라클 추정기의 성능에 근접함

을 보임으로써 GTMP가 최적에 가까운 알고리듬인 

것을 보인다.

Ⅱ. 본  론

2.1 Greedy 트리검색을 이용한 매칭퍼슛

2.1.1 사전탐색

사전탐색의 목적은 서포트일 확률이 높은 열벡터의 

인덱스를 선택하는 것이다. GTMP는 사전탐색 과정

을 통해 측정신호 (로 표시) 혹은 잔차 (로 표시)와 

상관도가 큰 열벡터들의 인덱스를 미리 선택하고, 미

리 선택된 인덱스들로만 이루어진 트리를 구성한다. 

사전탐색을 통해 선택한 인덱스의 집합을 라고 하

면, 가 전체 인덱스 집합      의 부

분집합임은 자명하다. 사전탐색을 수행하기 위해서는 

기존에 사용되는 greedy 기법을 이용할 수 있는데, 원 

신호의 희소도인 보다 많은 인덱스를 선택함으로써 

서포트 인덱스 (support index)의 오검출율 

(misdetection ratio)을 충분히 낮게 만드는 것이 중요

하다. 본 논문에서는 사전탐색 알고리듬으로 일반화된 

직교매칭퍼슛 (generalized OMP; gOMP)기법
[9]을 사

용한다. gOMP기법은 한번에 개의 인덱스를 선택하

는 과정을 원 신호의 희소도 만큼 (회) 반복한다. 

gOMP에서 은 주로 1보다 큰 수를 선택하는데, 선

택하는 인덱스가 충분히 많은 만큼 (총 개의 인덱

스를 선택) 서포트 인덱스의 오검출율을 매우 낮게 만

들 수 있다.

2.1.2 트리검색

사전탐색을 통해 를 얻은 후엔 트리검색을 수행

하여 서포트를 검출한다. 트리는 개의 층 (layer)으

로 이루어져 있고, 각 층의 노드는 신호벡터의 인덱스

들로 구성되어 있다.

트리검색의 목적은 트리의 경로 중 비용함수를 최

소화하는 경로를 찾는 것이며, 이 비용함수는 잔차의 

 -norm으로 정의된다 ( ∥∥ 
∥ ∥). 트리구조의 각 노드는 지금까지 

구한 인덱스에 포함되지 않은 의 원소를 사용하여 

새로운 자식노드를 만든다 (그림 1 참고). 주어진 노

드에서 트리제거를 수행하기 위해서는 사전경로 

(causal path) 외에도 사후경로 (noncausal path)를 예

측한 후 사전경로와 사후경로를 결합한 경로의 비용

함수를 계산해야 한다. 예를 들어, 번째 층에서의 경

로를 

라고 하면, 


    는 첫 번째

부터 번째 층까지 선택한 인덱스들로 이루어진 사전

경로이다. 이에 대한 사후경로는 사전경로 

로부터 

얻은 잔차와 가장 큰 상관도를 가지는  개의 열

벡터 인덱스들을 선택함으로써 얻을 수 있다. 사후경

로는 다음과 같이 표현된다.

 

 

 ⊂ ╲
∥′∥ (2)

여기서 
   




이고, 
  


 이다. 

사후경로를 얻은 후 이를 사전경로와 결합하여 가상

의 경로 


 (

 


∪ 


)를 만들어내며, 이를 

이용하여 잔차 및 비용함수를 예측한다.


   




 (3)


∥ ∥ (4)

다음으로 경로 

의 제거 여부를 결정하기 위해서 

예측한 비용함수를 문턱값과 비교한다. 만일 비용함수

가 문턱값보다 작다면 (즉, 
≤  ) 이 경로의 인

덱스들은 서포트일 가능성이 높다고 판단하여 계속 

탐색하고, 반대의 경우 이 경로를 트리로부터 제거한

다. 또한 각 층에서 살아남은 경로들에 한해서, 그 중 

가장 작은 비용함수를 이용하여 다음 층에서의 문턱
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Input : measurement  , sensing matrix , sparsity level 

, initial threshold 

Output : Reconstructed signal 

Initialization :  ,   ∅

  

while    do

       ∅     

  for    to      do

     ╲


 

    for   to   do

      

 

  ∪ 

      if 


∉   



   ⊂   ∥′∥

        



∪
 ,




 

        

  




        if ∥∥ ≤  
               ∪

 ,   


          if ∥ ∥ ≤    
               ∥ ∥
          end if

        end if

      end if

    end for

  end for

end while

return  
 

표 1. GTMP기법
Table 1. The GTMP Algorithm

값을 갱신한다. 트리검색 단계에서는 이러한 과정을 

통해 번째 층에서 최종적으로 살아남은 인덱스 조

합 중 가장 작은 비용함수를 가지는 인덱스 조합을 서

포트의 예측치로 결정한다 (그림 2 참고). 본 논문에

서 제안하는 GTMP기법의 과정을 표 1에 정리하였다.

2.2 성능 분석

본 절에서는 GTMP기법이 잡음환경에서 희소도가 

인 신호 의 서포트를 완벽하게 검출하기 위한 충

분조건을 분석한다. 참고로 잡음이 있는 환경에서는 

서포트 를 완벽히 식별하더라도 아래의 식에서 보이

는 바와 같이 원 신호의 완벽한 복원은 가능하지 않다.

  
   

     
  (5)

GTMP가 서포트를 완벽히 검출하기 위한 충분조

건은 아래에 나타난 바와 같이 사전탐색 조건과 트리

검색 조건을 결합하여 구할 수 있다..

사전탐색 조건: 사전탐색을 통해 최소한 하나의 서

포트 인덱스가 선택되어야 한다 (∩≠∅ ).

트리검색 조건: 서포트 인덱스만을 포함한 경로 

(

⊂  )가 제거되지 않고 트리검색에서 살아남아

야 한다.

앞서 언급한 바와 같이 본 논문에서는 사전탐색을 

위해 gOMP기법을 사용하는데, 주어진 사전탐색 조건

은 다음의 조건을 만족할 때 성립한다.

정리 1: 희소도가 인 신호벡터 가 다음에 주어

진 조건을 만족하는 경우, 사전선택에서 최소한 하나

의 서포트 인덱스가 선택된다.

∈≥       

   ∥∥
(6)

증명:

본 증명에서는 측정신호 와 센싱행렬 의 열벡

터들 간의 상관도를 비교한다. 구체적으로 서포트에 

해당하는 열벡터들과 측정신호와의 상관도 중 최대값

을  , 서포트가 아닌 열벡터들과 측정신호와의 상관

도 중 번째로 큰 값을 라고 하였을 때, 의 값이 

보다 큰 경우 사전선택을 통해 최소한 하나의 서포

트 인덱스를 선택할 수 있다. 서포트 인덱스의 선택을 

보장하기 위한 조건을 구하기 위해서 의 하한이 

의 상한보다 클 조건을 구한다. 여기서 은

  ∈′∥′∥∞ (7)

≥
 ∥′∥

≥

∥′∥ ∥′∥

(8)

와 같이 표현할 수 있는데, 제한적 등방성(RIP)을 이

용하여 (8)식의 각 항의 하한과 상한을 구하면 다음과 

같다.
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∥′∥ ≥   ∥∥ (9)

∥′∥ ≤ ∥∥ (10)

그러므로 의 하한은 

≥

  ∥∥

   ∥∥ 
(11)

와 같다. 다음으로, 는 서포트가 아닌 열벡터들과 측

정신호와의 상관도 중 번째로 큰 값이며 다음을 만

족한다.

 ≤

∈
′ ∥′∥ (12)

여기서 (12)의 오른쪽 항의 상한은 다음과 같다.

∥′∥ ∥′  ∥
≤  ∥∥ ∥∥ (13)

그러므로 의 상한은 다음과 같이 구할 수 있다.

 ≤


 ∥∥ ∥∥ (14)

정리 1의 충분조건은 (8)과 (14)식 및 ≥ 의 관

계로부터 얻을 수 있다.∎

다음으로 트리검색 단계에서의 조건은 다음의 두 

가지 조건이 성립할 때 만족된다.

사후경로 조건: 인덱스가 모두 서포트인 경로 



⊂ 에 대해서, 이에 대한 사후경로 역시 서포트 

인덱스만을 포함해야 한다 ( 

⊂ ╲


).

서포트 조건: 

⊂ 를 만족하는 경로가 트리검

색 과정에서 제거되지 않아야 한다. 즉, 첫 번째 조건

을 만족하는 

⊂ 의 경우 

∥∥ ∥∥  를 만족한다.

사후경로 조건은 센싱행렬 가 다음의 RIP조건을 

만족할 때 성립한다.

정리 2: 서포트 인덱스만을 포함한 경로 


(

⊂  )에 해당하는 사후경로는 다음의 조건을 만

족할 때 서포트 인덱스만을 포함한다 

( 

⊂ ╲


).

∈      
   ∥∥  

(15)

증명:

본 증명을 위해 다음 두 상수를 정의한다.

  
∈╲′ (16)

  ∈╲′  (17)

즉, 는 

⊂ 를 만족하는 경로로부터 얻은 잔

차와 서포트 열벡터 사이의 가장 작은 상관도를 뜻하

고, 는 서포트가 아닌 열벡터와의 가장 큰 상관도를 

나타낸다. 정리 2의 조건을 구하기 위해서는  ≥ 

의 조건을 얻을 필요가 있는데, 이를 위해 본 증명에

서는 의 하한과 의 상한을 구하여 비교한다. 먼

저 의 하한은 다음과 같이 구할 수 있다.

    ′∥′∥ ∥′⊥∥    

    
≥   

   ∥╲∥
∥′⊥∥ (18)

여기서 
  

′ ′는 투영행렬

(projection matrix)이다. 다음으로 의 상한은 다음

과 같다.

′ ∥′∥ ∥′⊥∥ (19)
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≤    
   ∥╲∥

∥∥
(20)

정리 2의 조건은 (22)에서 의 하한과 (27)에서 

의 상한을 비교하여  ≥ 가 되는 조건을 얻음

으로써 구할 수 있다.∎

다음으로 서포트 조건을 만족하기 위해서는 개

의 인덱스로 이루어진 인덱스 조합 중 서포트에 해당

하는 잔차의 norm값이 최소값을 가져야 한다. 즉, 

  ∥∥ 를 만족해야 하는데 이

에 대한 충분조건은 다음과 같다.

정리 3: 희소신호가 다음의 조건을 만족할 때, 서포

트 로부터 얻어진 잔차의 norm값이 모든 인덱스 조

합 중 최소값을 가진다.

∈
  ∥∥ (21)

증명:

정리 3의 조건은 서포트의 잔차 norm값의 상한과 

서포트가 아닌 인덱스 조합의 잔차의 하한을 비교, 즉 

∥∥ ∥∥를 만족하는 조건을 구함으로

써 얻을 수 있다(   , ≠ ). 먼저 

∥∥의 상한은 다음과 같다.

∥∥ ∥⊥∥ ≤∥∥ (22)

그리고 ∥∥의 하한은 다음과 같다.

∥∥ ∥⊥∥
∥⊥  ∥ (23)

≥∥╲∥


  ∥╲∥ ∥∥
(24)

정리 3을 만족하는 조건은 (30)과 (34)를 비교하여 

∥∥ ∥∥인 조건을 구하여 얻는다.∎

정리하면, GTMP기법은 정리 1부터 정리 3까지의 

조건들이 동시에 충족되었을 때 서포트를 완벽하게 

검출해낸다. 정리 1, 2, 그리고 3을 종합하면 다음과 

같다.

정리 4: GTMP기법은 아래에 주어진 조건이 만족

될 때 희소도가 인 신호벡터의 서포트를 완벽하게 

검출해낸다.

∈ ∥∥ (25)

여기서   , 


,

 

 
, 그리고

  


 이다.

정리 4를 만족하는 희소신호의 경우 GTMP는 서포

트를 완벽히 검출할 수 있다. (25)식은 서포트의 완벽

한 검출을 위해서는 신호의 크기가 잡음의 -norm보

다 충분히 큰 경우 성립하는데, 이는 근본적으로 

GTMP기법은 높은 신호 대 잡음비 (signal-to-noise 

ratio; SNR) 환경에서 오라클 추정기의 성능에 가까워

지는 것을 의미한다. 다음 장에서의 실험 결과로부터 

이를 확인할 수 있다.

Ⅲ. 모의실험

3.1 실험 환경

모의실험에서는 GTMP기법의 성능 확인을 위해 

제안하는 GTMP기법과 BPDN기법, OMP, CoSaMP, 

그리고 gOMP를 비교 실험하였다. 또한 GTMP기법

의 성능이 최적의 성능에 근접함을 확인하기 위하여 

서포트의 정보가 주어진 오라클 최소제곱법 (oracle 

least square; oracle LS) 추정기법 역시 실험하였다. 

모의실험에는 가우스 분포로 이루어진 ×크

기의 5,000 가지 관측행렬과 가우스 분포 값으로 구성

된 희소신호를 사용하였다. 잡음환경에서는 원 신호의 

완벽한 복원이 어렵기 때문에 성능을 측정하기 위해 

MSE를 측정하였다. 모의실험을 수행하면서 GTMP의 

복잡도를 조정하기 위해 트리구조의 각 층에서의 총 

노드 수를   으로 제한한 경우에 대한 실

험을 수행하였다. GTMP의 사전선택 단계에서는 

  인 gOMP기법을 사용하였다.
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그림 3. 일 때의 SNR에 따른 MSE 성능 비교
Fig. 3. MSE Performance vs. SNR when 
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그림 4. 일 때의 SNR에 따른 MSE 성능 비교
Fig. 4. MSE Performance vs. SNR when 
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그림 5. 희소도()에 따른 희소신호 복원기법의 복잡도
Fig. 5. Complexity of sparse signal recovery algorithms 
as a function of sparsity level ()

3.2 실험 결과

그림 3과 그림 4는 잡음이 있는 상황에서 영이 아

닌 신호의 개수(희소도)가 20 그리고 35일 때의 MSE 

성능결과로서 x축은 SNR, y축은 MSE를 나타낸다. 

그림 4의 경우, OMP와 GTMP가 SNR이 높아질수록 

오라클 LS에 근접한 성능을 나타내는 동시에 OMP, 

CoSaMP, gOMP, 그리고 BPDN기법보다 MSE 성능

이 좋았다. 영이 아닌 신호의 개수가 35인 그림 5에서

는 GTMP기법과 다른 기법들의 성능 차이가 더욱 벌

어짐을 알 수 있다. 특히 기존의 기법들의 성능이 높

은 SNR에서 더 이상 향상되지 않음에 비해, 제안된 

GTMP기법의 성능은 여전히 오라클 LS에 근접하고 

있음을 확인할 수 있다. 또한 GTMP기법은 각 층에서

의 노드의 수를 제한한 경우에도 기존의 기법들에 비

해 월등히 우수한 성능을 보이고 있다.

그림 5는 희소도에 따른 희소신호 복원기법의 복잡

도를 나타내고 있다. 트리검색 단계를 거치면서 많은 

경로를 탐색하는 만큼, 제안된 GTMP기법의 복잡도

가 기존의 greedy 기법에 비해 다소 높음을 알 수 있

다. 하지만 노드의 수를   으로 제한한 경

우 복잡도가 기존의 greedy 기법에 비해 크게 증가하

지 않으며, BPDN기법과 비교하여 훨씬 낮은 것을 확

인할 수 있다.

Ⅳ. 결  론

본 논문에서는 트리제거 기법을 적용하여 희소신호

를 복원하는 GTMP기법을 제안하였다. 제안된 

GTMP기법은 기존의 greedy 기법과 트리검색 기법을 

결합하여 비용함수를 최소화함으로써 희소신호 복원

성능을 향상시킨다. 또한 트리검색 단계에서 비용함수

가 클 것이라 예상되는 경로를 신속하게 제거하는 트

리제거 기법을 적용함으로써 트리검색의 복잡도를 크

게 감소시켰다. 본 논문에서는 GTMP의 성능 분석을 

통해 제안된 기법이 서포트를 완벽하게 검출하기 위

한 충분조건을 구하였다. 그리고 모의실험을 통해 

GTMP 기법이 효과적으로 희소신호를 복원함을 보였

으며, 기존의 기법들에 비해 우수한 성능을 얻을 수 

있음을 확인하였다. 특히 GTMP기법의 복잡도가 기

존 기법들에 비해 크게 증가하지 않음과 동시에 최적

의 성능에 근접함을 확인할 수 있었다.
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