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요   약

 본 논문은 비선형  최소제곱법을 한 효율 인 치추정기법 연구를 하 다. 비선형  최소제곱 방식은 선

형  최소제곱 방식에 비해 정확도가 높으며 거리 오차에 해서 보다 강인한 추세를 보이지만 회기 인 방법을 

취하기 때문에 계산 량이 매우 많아지는 단 이 있다. 본 논문에서는 비선형  최소제곱 치 추정 방식인 

Newton method와 Levenberg-Marquardt 방식을 이용하 을 때 추정 치 정확도와 복잡도 간의 기회비용 에

서 효율 인 알고리즘을 제시하여 계산 량을 이면서 성능 열화를 방지할 수 있는 기법을 제시하 다. 시뮬 이

션 결과로 추정 치 정확도와 회기(iteration) 횟수를 구하고 선형  방식의 치 추정 성능, 기존의 비선형  방

식, 제안한 방식에 해 비교 분석하여 제안한 알고리즘을 검증하 다.  

Key Words : Localization, Non-linear least square estimation, Low complexity

ABSTRACT

This paper presents the study of the efficient localization algorithm for non-linear least square estimation. 

Although non-linear least square(NLS) estimation algorithms are more accurate algorithms than linear least 

square(LLS) estimation, NLS algorithms have more computation loads because of iterations. This study proposed 

the efficient algorithm which reduced complexity for small accuracy loss in NLS estimation. Simulation results 

show the accuracy and complexity of the localization system compared to the proposed algorithm and 

conventional schemes.

Ⅰ. 서  론 

최근 치추정방식에 한 연구는 매우 활발하게 

진행되고 있으며 상업 으로 이용되고 있는 기술은 

GPS 기반 치 추정 방식이다
[1]. GPS의 장 은 매우 

정확한 시간 동기화, LOS(Line of Sight) 환경, 범지
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구 으로 이용가능하기 때문에 범용성과 정확성을 갖

고 있으며 GPS 신호를 수신할 수 있는 수신기만 있다

면 무료로 이용가능하기 때문에 상업 인 시스템인 

치기반서비스(Location Based Service)에서는 매우 

큰 부분을 차지하고 있다. 하지만 복잡한 도시 환경이

나 실내 환경에서는 GPS 신호가 도달하기 힘들며 정

확한 치를 추정하기 힘들기 때문에 보다 정확한 

치를 추정하기 해서는 기존의 기지국들을 이용하여 

RF 기반 치 추정 방식을 이용한다.

RF를 이용한 치 추정 방식으로는 시간 지연을 

이용한 TOA(Time of Arrival)와 TDOA(Time 

Difference of Arrival)
[2,3],  수신강도를 기반으로 

하는 RSSI(Received Signal Strength Indicator)방식
[4,5]으로 거리를 추정한 후 원의 방정식을 구해 치를 

추정하는 방식이 있으며 추정 각도를 이용하여 치

를 추정하는 기술로는 AOA(Angle of Arrival)기술이 

있다
[6]. 추정 각도를 기반으로 하는 AOA 방식은 최소 

2개의 기지국만 있어도 치를 추정할 수 있다는 장

이 있지만 항상 LOS 환경을 만족해야 되며 각도를 

추정하기 한 다  안테나(Antenna Array)가 필요하

기 때문에 추정 거리 기반 치 추정 시스템에 비해 

복잡한 하드웨어가 필요하다는 단 을 가지고 있다. 

따라서 본 논문에서는 추정 거리를 기반으로 치를 

추정하는 가장 표 인 방식인 최소 제곱법에 해

서 소개하고 그  비선형  최소 제곱법에서의 효율

인 치 추정 알고리즘을 제안하 다.

추정 거리 기반 치 추정 시스템은 거리를 추정한 

후 치를 알고 있는 송신기의 좌표  추정 거리를 

이용하여 최소제곱법으로 치를 추정한다
[7][8]. 하지

만 추정 거리는 다 경로, 회 , 난반사 등의 환경  

오차를 지니며, 단말기의 시간 동기화 차이에 한 시

스템  오차 한 지니고 있으므로 정확히 거리를 추

정하기 힘들며 부정확한 추정거리로 인하여 추정 

치 오차가 발생하게 된다. 부정확한 추정 거리로 인한 

추정 치 오차를 최소화 하는 방식인 최소 제곱법은 

선형  최소제곱 방식(LLS)
[9]과 비선형  최소제곱 

방식(NLS)
[10]으로 나  수 있다. 선형  방식은 송신

기의 치와 수신기간의 추정 거리를 이용하여 원의 

방정식을 구한다음 각 원의 방정식들을 연립하여 선

형  방정식으로 계산한 후 행렬을 구성하여 닫힌 해

(closed-form)로 계산하는 방식이며 간단한 역행렬 계

산으로 추정 치를 구할 수 있다. 비선형  최소제곱 

방식은 회기 인 방법을 이용하여 추정 좌표를 업데

이트 하며 계산하는 방식으로 선형  최소제곱 방식

에 비해 추정 치 정확도는 높지만 계산 량은 추정 

좌표가 수렴하기까지의 회기 횟수만큼 증가하는 단

이 있다. 하지만 주어진 정보가 송신기의 좌표  추

정 거리만을 가지고 치를 추정해야 되기 때문에 정

확도가 가장 요한 지표가 되는 치 추정 시스템에

서는 은 정보량으로 최 의 효과를 얻을 수 있는 비

선형  최소제곱 방식이 좋다.

비선형  최소제곱 방식의 가장 큰 단 은 선형  

최소제곱 방식에 비해 계산 량이 많다는 인데 계산 

량이 많아질 경우 치를 추정할 수 있는 시간이 증가

하여 실시간 치 추정 시스템(Real Time Localization 

System)에 용하기 힘들기 때문에 이런 문제를 해결

하기 해 회기 방식을 감소시킬 수 있는 방안이 필요

하다. 따라서 본 논문에서는 정확한 치를 추정하기 

한 비선형  최소제곱 방식에서 회기 횟수를 감소

시켜 추정 좌표를 구하기 한 계산 량을 이는 방법

을 제안한다.

논문의 나머지 내용으로 2장에서는 LLS와 NLS 

치 추정 기법에 해서 설명을 하고 3장에서는 효율

인 추정 기법에 한 알고리즘을 제안하며. 4장에서

는 시뮬 이션을 통하여 추정 치 오차를 이용해 제

안한 방법에 한 결과를 분석하고 마지막 5장에서는 

결론을 맺는다.

Ⅱ. 최소제곱 치 추정 기법

최소제곱 치 추정 기법에는 선형  기법과 비선

형  기법으로 나  수 있다. 두 가지 기법의 성능평

가 지표로 추정 치 정확도와 계산 복잡도를 가장 비

 있게 다룬다. 본 에서는 선형  최소제곱 방식과 

비선형  최소제곱 방식의 차이를 소개하고 비교한다. 

2.1 선형  최소제곱 치 추정 기법

선형  최소제곱 치 추정 방식은 어도 3개의 

치 좌표를 알고 있는 송신기와 수신기 간의 추정거

리와 송신기의 치를 기 으로 하는 원의 방정식으

로 표 된 식을 행렬로 정리한 다음 역행렬을 계산하

여 추정 좌표를 구한다. 따라서 정리된 행렬식을 닫힌 

해(Closed form)에 한 계산으로 간단히 추정 치

를 얻을 수 있으며 연결된 수신기가 증가하여 행렬의 

크기가 증가하더라도 의사 역행렬(pseudo inverse)을 

이용하여 추정 치를 계산할 수 있다. 선형  최소제곱 

치 추정 방식을 수식으로 나타내면 다음과 같다
[11].

  
   

 
     ⋯  (1)
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그림 2. 비선형 최소 제곱 추정
Fig. 2. Non-least square estimation

, 는 각 송신기의 직교 좌표계 치,  은 

수신기의 추정 좌표,  각 송신기별 수신기로 부터의 

추정 거리를 의미한다. 식 (1)을 행렬식으로 정리하면 

다음과 같다.
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여기서 A 행렬은 추정 치  에 곱해진 계수

를 모은 행렬을 의미하며 b 행렬은 알고 있는 송신기

의 좌표  추정 거리에 한 부분을 나타낸다. 추정 

치 를 벡터 x로 표 하면  x  과 같이 

정리 할 수 있다. 하지만 N개의 송신기(4개 이상)가 

존재할 경우 x와 행렬 A의 크기(rank)가 맞지 않아 바

로 역행렬을 구할 수 없기 때문에 다음과 같이 의사 

역행렬(Pseudo inverse)을 이용하여 구한다.

그림 1. 선형  최소 제곱 추정
Fig. 1. Linear least square estimation

2.2 비선형  최소제곱 치 추정 기법

비선형  최소제곱 치 추정 기법은 선형  치 

추정 기법과 같이 기본 으로 치를 추정하기 해

서는 치를 알고 있는 송신기가 어도 3개 이상 있

어야 한다. 송신기와 수신기 간의 추정 거리는 오차를 

포함하고 있기 때문에 정확한 추정 거리를 얻기 힘들

다. 따라서 정확하지 않은 추정 거리 오차를 최소화 

하는 방식이 바로 NLS 방식이며 수식은 다음과 같이 

표 할 수 있다.

  




   (5)

여기서 는 추정 치의 좌표 를 의미하

며 수식 (5)를 최소로 만들어 주는 요소 p는 추정 할 

수 있는 치  를 의미한다. 는 번 째 송신기

에서의 추정 거리를 의미하며   는 번 째 송신

기의 치 좌표를 의미한다.

비선형  최소제곱 치 추정 기법은 추정 치 오

차를 가장 작게 만들어  수 있지만 최 의 값을 찾

기 해서는 많은 반복  계산을 통해 수렴하는 값을 

얻기 때문에 선형  최소제곱 치 추정 기법 보다 계

산 량이 많은 방식이다. 반복  계산을 통해 추정 

치를 얻기 한 비선형  최소제곱 치 추정 기법 알

고리즘
[12]은 Newton 방식과 이 방식의 단 을 보완한 

Levenberg Marquardt (LM) method가 있다. 이 외에

도 steepest descent 알고리즘과 Gauss Newton 방식

이 있지만 추정 방식의 차이가 크지 않기 때문에 본 

논문에서는 표 인 비선형  최소제곱 치 추정 

기법 알고리즘이 Newton 방식과 Levenberg- 

Marquardt 방식에 해 효율 인 방법을 제안하 다. 

비선형  최소제곱 치 추정 기법의 기본 형태는 다

음과 같다.

 
 (6)

여기서 는 번 째 회기에서의 추정 치 좌표를 의

미하며 는 임의의 양의 상수, 는 로부

터 계산되는 항목이며, 는 수식 (1)을 변형한 

  
   

 
에 한 행렬이 된다. 
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Newton 방식에서는 수식 (6)에서의 가 

















와 같이 정의 되며 추정 

치는 다음과 같이 업데이트 된다.

 

















 (7)

  

수식 (7)에 의해 추정 치는 한 값으로 수렴하게 

된다. Newton 방식과 달리 LM 방식은 수식 (7)에서

의 역행렬 부분에 non-negative 상수를 더해주어 역행

렬이 존재하지 않을 수 있는 가능성을 여 다. 치

를 추정할 때 목  함수 를 이루는 값들은 송신

기의 좌표 값이기 때문에 만약 송신기의 치가 선형

으로 분포되는 특성일 경우 역행렬이 존재하지 않

을 수도 있으며 정확한 선형 인 분포가 아니더라도 x

축 혹은 y축에 한 행렬의 고유 값이 다른 한 쪽에 

비해 매우 작아져 정확한 치 추정이 힘든 상황이 발

생할 수 있다
[13]. LM 방식은 이런 Newton 방식의 단

을 보완해  수 있다. LM 방식의 업데이트 라미

터인 는  























 









로 정의 되며 추정 치는 다음과 같이 업데이트 된

다.

  
 ⋯

































(8)

  

여기서 는 양의 상수, 는 를 구하기 해 

정리된 행렬식 크기만큼의 정치행렬(positive-definite 

matrix)을 의미하며 표 인 정치행렬인 단 행렬로 

간단히 계산하 다.  

에서 설명한 두 가지 기법에 해서 정리하면 

Newton 방식은 양의 상수 값이 없기 때문에 LM 

방식에 비해 회기 횟수가 은 반면 업데이트 되는 추

정 좌표 값에 따라 역행렬이 존재할 수 없거나 

singular 행렬에 가까운 값으로 계산 될 경우 계산이 

제 로 되지 않는 단 이 있다. 주로 빠른 추정 값을 

계산하기 해서는 Newton 방식을 이용하는 것이 좋

지만 안정 으로 추정하기 해서는 LM 방식을 이용

하는 것이 좋다. 업데이트 식에서 역행렬을 계산해야 

되는 부분인 



는 송신기의 좌표  추정 좌

표 값에 한 행렬로 표시가 되며 이는 송신기 좌표의 

설정에 따라 결정되기 때문에 주어진 상황에 따라 

치 추정 방법을 결정해야한다. 두 가지 비선형  치 

추정 방식의 공통된 단 은 송신기의 수가 증가할수

록 역  최 해(global optimum)에 도달하기 에 

국부 최 해(local optimum)에 회기가 종료 될 가능성

이 커지는 문제가 있으며 이 부분은 기 값 설정에 

따라 결과 값이 틀려지기도 한다는 이다.

Ⅲ. 효율 인 비선형  최소제곱 치 추정 기법

비선형  방식으로 치를 추정할 때 요한 요소

로는 기 값 설정, 목  함수, 회기 방식으로 나  수 

있다. 기 값은 추정하려는 환경 안에서의 임의의 좌

표 값으로  수 있기 때문에 측  시스템 안에서 정

해진 값이라고 가정할 수 있으며 목  함수는 수식 

(7), (8)과 같이 치를 추정하려는 방식에 따라 수식

이 정해져 있기 때문에 본 논문에서는 비선형  최소

제곱 치 추정 기법에 한 효율 인 회기 방식을 제

안하 다. 회기 횟수를 감소시켜 계산 량을 이기 

해서는 목  함수에 한 수렴 값 설정이 요하다. 

수식 (5)에서 볼 수 있듯이 추정 치와 모든 추정 거

리와의 차이의 합을 가장 게 하는 치를 찾게 되는

데 그 차이의 합이 이 의 회기 때의 오차의 합보다 

더 이상 작아지지 않을 때 추정 값이 수렴하 다고 

단하게 된다. 하지만 추정 값이 수렴하기 까지 필요한 

회기 횟수 에는 인 차이가 그리 크지 않더라

도 수렴할 때까지 계속 회기를 진행하므로 정확도의 

이득에 비해 계산 량이 많아지는 상이 발생한다. 이

런 부분에 해서 얼마간의 추정 치 오차를 수용한

다면 매우 은 계산 량으로 수렴된 추정 치를 얻을 

수 있다. 먼  기존의 방식에서 추정 좌표 값이 수렴

하는 경우는 다음과 같이 정의 할 수 있다. 

  




    (9)

  

수식 (5)를 최소화 하는 좌표  를 추정하는 

것이 목 이기 때문에 수식 (9)와 같이 추정 좌표를 

수식 (5)에 넣어 계산한 값의 합이 이  추정 좌표보

다 작아질 때까지 추정 좌표를 업데이트 하게 된다. 

즉 추정 좌표가 추정 거리 로부터 구해진 원의 방정
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그림 3. 3가지 치추정 방법에 한 RMSE 분석
Fig. 3. RMSE of three localization schemes

식들과의 거리 차이가 최소가 될 때까지 계산을 하게 

된다. 수식 (9)가 최소가 되었다는 의미는 이 의 회

기보다 값이 더 이상 작아지지 않는 경우를 의미하며 

수식으로 표 하면 다음과 같다.

     (10)

  

수식 (10)처럼 이  회기의 결과 값보다 재 회기

의 결과 값이 더 클 경우 이  회기의 추정 좌표의 값

이 더 이상 어들지 않는 최 의 값이라고 단하여 

추정 치 좌표로 단할 수 있다. 추정 좌표를 최

화 하는 방식은 수식 (10)처럼 더 이상 어들지 않는 

회기까지 추정 좌표를 업데이트 하는 것이 맞지만 추

정 치의 정확도는 인 거리로서 표 이 되기 

때문에 추정 좌표의 수렴 구간을 설정해주는 것이 회

기 횟수를 일 수 있는 방법이 된다. 따라서 본 논문

에서는 추정 좌표의 수렴구간을 설정하는 방법에 

해서 다음과 같이 제안하 다.

    (11)

  ×   (12)

  

이  회기의 오차 값 보다 재의 회기의 오차 값

의 차이가 항상 양의 값을 갖는 한계 값(threshold) 

보다 작게 되면 수렴하 다고 단하고 한계 값 를 

정하는 방식을 수식 (12)로 표 하 다. 기존의 방식

은 항상 이  회기의 오차 값보다 재 회기의 오차 

값이 작아져야 되며 더 이상 작아지지 않을 경우 수렴

하 다고 단하지만 수렴을 하면 할수록 그 차이는 

작아지기 때문에 비효율 인 회기 횟수만을 증가시키

는 상이 발생한다. 이런 상을 방지하기 해 한계

치 값을 지정해 주면 큰 성능 열화 없이 계산 량을 

일 수 있다. 값은 이  회기의 오차 값 의 

비율(%)로 설정하며 회기가 진행될 때마다 값과 

함께 한계 값 한 함께 변하기 때문에 기존의 방식의 

추정 수렴 값을 크게 변화시키지는 않으면서 회기 횟

수는 크게 감소시킬 수 있다. 제안한 방식에 한 성능 

분석은 다음 장에서 시뮬 이션을 통해 확인하 다.

Ⅳ. 시뮬 이션 결과

시뮬 이션 환경은 10m X 10m 실내 환경에서 

Testbed 심으로 하는 원에 같은 간격으로 송신기를 

설치한다. 추정 거리 오차는 Gaussian 정규 분포를 갖

게 하 으며 거리에 따라 그 크기를 비례 으로 변하

게 설정하 다. 각 시뮬 이션 횟수는 10만 번의 

Monte-Carlo 시뮬 이션
[14]을 수행하 고 최  회기 

횟수는 100번으로 설정하 다. 비선형  최소제곱 

치 추정 기법들의 기 값은 Testbed의 심으로 두어 

(5, 5)에서 시작하도록 설정하여 기 값에 의해 회기 

횟수가 격히 증가하는 것을 방지하 다. 제안한 알

고리즘의 한계치 는 회기 과정에서 추정 치와 추

정 거리간의 차이의 합, 을 업데이트 오차로 정의

할 때 그 오차의 0.5%, 1%의 값을 한계치로 두어 수

렴 구간을 확장시켰다. 

그림 3은 추정 거리 오차를 추정 거리 비 20% 

오차를 가우시안(Gaussian) 정규 분포
[15]를 따르는 환

경에서의 각 3개의 치 추정 알고리즘 결과를 나타

낸다. 3개 알고리즘 모두 송신기의 수가 증가할수록 

치 추정 정확도가 증가하는 것을 볼 수 있으며 LM 

방식이 다른 방식에 비해 치 추정 정확도가 높게 나

타나는 것을 알 수 있다. 하지만 LM 방식이 Newton 

방식에 비해 치 추정 정확도는 높지만 회기 횟수가 

매우 크다. 회기 횟수가 증가하면 체 시스템의 계산 

량이 증가하기 때문에 실시간 치 추정을 할 때는 매

우 불리한 으로 작용한다. 추정 치를 구하기 한 

시간  하드웨어의 한계를 고려하면 작은 오차를 감

안하더라도 추정 값으로 수렴하기 한 회기 횟수를 

여주는 것이 좋다.

그림 4는 비선형  최소제곱 치 추정 기법들인 

LM 방식  Newton 방식의 회기 횟수를 크게 여

주지만 치 추정 성능의 열화를 방지한 알고리즘을 

용한 결과를 나타낸다. 제안한 알고리즘을 용하지 

않았을 경우 LM 방식은 매우 많은 회기 횟수를 갖지

만 약간의 오차를 감안하여 한계 값을 주면 추정 치

에 수렴하기 한 회기 횟수를 크게 여  수 있다. 
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그림 5. 제안한 비선형  최소제곱법의 RMSE 분석
Fig. 5. RMSE of NLS schemes with proposed algorithm

No. AN 3 4 5 6 7

The Localization Error [m]

LM 1.5612 1.3918 1.2488 1.1405 1.0608

LM(0.5%) 1.5615 1.4003 1.2529 1.1445 1.0644

LM(1%) 1.5621 1.4019 1.2585 1.1484 1.0759

NT 1.5779 1.3992 1.2534 1.1437 1.0632

NT(0.5%) 1.5782 1.4085 1.2576 1.1482 1.0668

NT(1%) 1.5790 1.4094 1.2588 1.1496 1.0764

The number of iteration

LM 17.7950 15.0293 13.9967 13.2512 12.5188

LM(0.5%) 6.9778 5.1971 5.0080 4.7191 4.5821

LM(1%) 6.6692 4.9775 4.8020 4.5353 4.4025

NT 5.7527 5.4371 5.4374 5.3517 5.3013

NT(0.5%) 4.1664 3.9279 3.8491 3.8509 3.7929

NT(1%) 4.0758 3.7174 3.8415 3.7643 3.7696

표 1. The analysis of simulation results 

그림 4. 제안한 비선형  최소제곱법의 회기횟수 분석
Fig. 4. Number of iterations with proposed scheme 

Newton 방식 한 회기 횟수가 감소되는 것을 볼 수 

있다. 

그림 5는 같은 환경에서 제안한 알고리즘을 용하

여 치를 추정한 결과이다. 추정 치의 정확도는 조

 감소하 지만 회기 횟수를 크게 여 체 시스템

의 계산 량을 감소시켰다. 선형  최소제곱 치 추정 

기법은 보다 오차가 크게 발생하지만 한 번의 계산으

로 치를 추정할 수 있다는 장 이 있으며 비선형  

최소제곱 치 추정 기법은 LS 기법 보다 정확도는 

우수하지만 그림 4와 같이 회기 횟수에 따라 계산 량

이 증가한다는 단 이 있다. 치 추정 시스템의 계산 

량을 이기 해 제안한 알고리즘을 용했을 때 

LM 방식과 Newton 방식 모두 선형  최소제곱 치 

추정 기법에 비해서 보다 좋은 치 추정 결과를 얻을 

수 있었으며 성능 열화에 비해 회기 횟수도 크게 일 

수 있었다. 그림 4와 그림 5에 한 성능 분석을 표로 

정리하면 다음과 같다. 

표 1을 보면 송신기 수 7개를 이용한 치 추정 오

차의 차이는 최  1.40%로 치로는 0.0151m 가 

발생한다. 회기 횟수는 송신기 수 3개를 이용한 치 

추정 결과에서 62.52% 감소하 으며 치로는 약 

11.1회 정도 감소되었다. 

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 비선형  최소 제곱법을 한 효율

인 치추정기법 연구를 하 다. 제안한 알고리즘을 

통해 비선형  최소 제곱법을 이용한 치 추정을 할 

경우 비효율 인 회기 횟수를 감소시켜 은 계산 량

을 이용하여 치를 추정할 수 있으며 이에 비해 성능 

열화가 기 때문에 매우 효율 이다. 체 치 추정 

시스템의 계산 량이 어들면 기존의 치 추정 시스

템보다 더 많은 송신기를 연결하여 추정하여 비슷한 

계산 량을 가지고 보다 정확한 치를 추정할 수 있으

며 실시간으로 치를 추정해야 되는 시스템에도 큰 

도움을  수 있을 것이라 생각한다. 선형  치 추

정 알고리즘과 함께 비교 분석을 하여 제안한 비선형

 치 추정 알고리즘이 가져야 하는 성능 열화 한계

치도 악할 수 있었으며 각 환경  치 추정 시스

템에 맞는 알고리즘을 선택할 수 있도록 각 치 추정 

알고리즘의 성능을 분석하 다. 
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