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Griesmer 한계식을 만족하는 [2
k
-1+k, k, 2

k-1
+1] 부호 
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요   약

본 논문에서는 Griesmer 한계식을 만족하는 [2k-1, k, 2k-1] 심플렉스(simplex) 부호와 [2k-1+k, k, 2k-1+1] 부호를 

소개한다. 또한 두 부호의 부분접속수(locality)에 대해 유도하고 그 값들을 비교한다. [2k-1+k, k, 2k-1+1] 부호는 

주어진 부호차원과 최소거리에 대해 최적의 부호길이를 가질 뿐만 아니라 좋은 부분접속수 특성을 가진다. 그러므

로 이 부호는 다양한 분산 저장 시스템에 널리 사용될 수 있을 것으로 기대된다.

Key Words : Distributed Storage Systems, Locality, Locally Repairable Codes, Griesmer Bound, Optimal 

Codes

ABSTRACT

In this paper, we introduce two classes of optimal codes, [2
k
-1, k, 2

k-1
] simplex codes and [2

k
-1+k, k, 2

k-1
+1] 

codes, attaining Griesmer bound with equality. We further present and compare the locality of them. The 

[2
k
-1+k, k, 2

k-1
+1] codes have good locality property as well as optimal code length with given code dimension 

and minimum distance. Therefore, we expect that [2
k
-1+k, k, 2

k-1
+1] codes can be applied to various distributed 

storage systems.
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Ⅰ. 서  론

빅데이터(Big Data) 시대의 개막으로 최근 학계뿐

만 아니라 산업체에서도 분산 저장 시스템이 주목받

고 있다. 분산 저장 시스템은 시스템 내에서 빈번히 

발생하는 데이터 소실을 극복하기 위해 주어진 데이

터를 작은 데이터 블록으로 나누어 다수의 저장 장치

에 분산 저장한다
[1-2]. 따라서 동일한 저장 공간을 사

용하여 최대 몇 개의 데이터 소실을 복구할 수 있는지

와 데이터 복구 시 최소 몇 개의 노드에 접속해야 하

는지 등이 주요한 성능 지표로 사용된다
[3-5]. 특히 데

이터 복구 시 필요한 최소 접속 노드 수를 부분접속수

(locality)라고 부른다
[6].

최근 Papailiopoulos 등에 의해 부분접속 복구 부호

(Locally Repairable Code, LRC)가 제안되었다[7]. 부

분접속 복구 부호는 소실된 데이터 복구 시 접속 노드 
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수, 즉, 부분접속수를 최소화하는 부호이다. [6-7] 등

에서 이러한 부호의 최소거리에 대한 이론적 한계식

이 제시되었다. 이 한계식의 등호를 만족하는 부호를 

최적 부분접속 복구 부호라 한다. 그러나 기존의 부분

접속 복구 부호에 대한 대부분의 연구들이 충분한 크

기의 필드(field) 상에서 부호를 설계하고 있다. 

Cadambe 등은 이진 필드 상에서 이 바운드가 충분히 

엄밀한 한계식이 아님을 보였다
[8]. 즉, 이진 필드 상에

서 특정 부호 파라미터를 갖는 최적 부분접속 복구 부

호는 존재하지 않을 수 있다. 그럼에도 불구하고 시스

템 상에서 연산량 최소화와 기존 하드웨어와 호환성 

등의 문제로 마이크로소프트와 페이스북 등의 기업들

은 이진 부분접속 복구 부호를 선호하고 있다
[9,10].

본 논문에서는 부분접속 복구 부호 중의 하나인 심

플렉스(simplex) 부호[11,13]의 부분접속수를 보인다. 심

플렉스 부호는 Griesmer 한계식
[12]을 만족한다[13]. 

Griesmer 한계식을 만족하는 부호는 주어진 부호차원

과 최소거리에 대해, 더 작은 길이의 부호가 존재하지 

않는다는 점에서 최적 부호이다. 심플렉스 부호는 

Griesmer 한계식을 만족하는 최적 부호인 동시에 좋

은 부분접속수 특성을 갖는다.

또한 본 논문에서는 Griesmer 한계식을 만족하는 

또 다른 부호
[14,15]를 소개한다. 이 부호를 IR-심플렉스 

(Identity Repeated simplex, IR-simplex) 부호라고 부

른다. 이는 IR-심플렉스 부호의 생성 행렬이 심플렉스 

부호의 생성 행렬에 항등 행렬(identity matrix)을 추

가한 형태이기 때문이다. 흥미롭게도 IR-심플렉스 부

호는 심플렉스 부호보다 최소거리가 1만큼 클 뿐만 

아니라 평균 부분접속수가 더 좋은 특성을 갖는다. 또

한 부호어의 구조가 데이터 부분을 반복하고 패리티 

부분을 추가하는 형태이므로, 3회 반복(3 times 

repetition) 부호를 사용하는 기존의 하둡(Hadoop)
[16,17]

과 같은 시스템에서 일부 수정을 통해 용이하게 구현

될 수 있을 것으로 기대된다.

본 논문의 구조는 다음과 같다. Ⅱ장에서는 

Griesmer 한계식을 만족하는 두 가지 최적 부호들에 

대해 소개한다. Ⅲ장에서는 Griesmer 한계식을 만족

하는 두 가지 최적 부호들의 부분접속수를 증명을 통

해 보이고, 예를 통해 서로 비교 및 분석한다. Ⅳ장에

서 결론으로 논문을 마친다.

Ⅱ. Griesmer 한계식를 만족하는 최적 부호들

본 장에서는 Griesmer 한계식을 만족하는 최적 부

호로 잘 알려진 심플렉스 부호를 정의하고 [14-15]에

서 제안된 또 다른 최적 부호군을 소개한다. 본 논문

의 남은 부분에서  부호는 길이가 , 차원이 

, 그리고 최소거리가 인 이진 선형 부호를 말한다.

2.1 심플렉스 부호

정의 1. [13] 임의의 양의 정수 에 대해, 

  그리고 를 각 열들이 
 상에서 영벡터

가 아닌 서로 다른 벡터로 정의되는 × 행렬이라 

하자. 그리고 부호 는 를 생성 행렬(generating 

matrix)로 갖는  부호라 하자. 이러한 부호 

를 최소거리  을 갖는 심플렉스 부호라 부른다.

예제 1.  심플렉스 부호의 생성 행렬 를 

시스터매틱(systematic) 형태로 표현하면 다음과 같다.












      
      
      

(1)

2.2 IR-심플렉스 부호

정의 2. [14] 를 심플렉스 부호의 생성 행렬에 항

등 행렬을 추가한 행렬이라고 하자. 즉,   

이다. 여기서 는 항등 행렬이고, 는 심플렉스 부호

의 생성 행렬이다. 부호 는 를 생성 행렬로 갖는 

 부호라 하자. 이러한 부호 를 길이 

  그리고 최소거리   을 갖는 

IR-심플렉스 부호라 부른다.

IR-심플렉스 부호의 최소거리가   이 됨

은 부호어의 해밍 무게(Hamming weight)를 통해 확

인할 수 있다. IR-심플렉스 부호의 부호어를 

    로 두 부분으로 나누어 표현하자. 여기서 

는 심플렉스 부호어에 해당되고 은 부호어 의 나

머지 부분에 해당한다. 의 모든 해밍 무게는 이

고 의 최소 해밍 무게는 1이므로 IR-심플렉스 부호

의 최소거리는    이 된다.

이러한 IR-심플렉스 부호는 [15]에서 정의한 

Griesmer 한계식을 만족하는 최적 부호군의 특수한 

형태이다.

예제 2.  IR-심플렉스 부호의 생성 행렬 

를 시스터매틱(systematic) 형태로 표현하면 다음과 

같다.
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Number of symbols with locality       

3 times repetition codes 

simplex codes 

IR-simplex codes  

표 1. 3회 반복 부호, 심플렉스 부호, IR-심플렉스 부호의 
부분접속수 분포
Table 1. Locality distribution of 3 times repetition codes, 
simplex codes, and IR-simplex codes












         
         
         

(2)

Ⅲ. Griesmer 한계식를 만족하는 최적 부호들의 

부분접속수

정의 3. [6] 는  부호라 하자. 임의의 정

수 ∈…에 대해, 의 부호화된 심볼 가 

다음 조건을 만족한다고 하자.

  
∈ ⊆…╲

∙, (3)

여기에서 ∈이다. 그러면 이러한 를 

의 복구 집합(repair set)이라고 한다.

특정 심볼 의 복구 집합은 여러 개 존재할 수 있

으며 그 중 가장 작은 크기를 갖는 복구 집합의 원소

의 수를 심볼 의 부분접속수라고 한다. 또한 모든 

심볼의 부분접속수 중 가장 큰 값을 부호 의 부분접

속수라고 한다.

[11]에서 모든 심플렉스 부호의 부분접속수는 2임

을 보였다. 본 논문에서는 IR-심플렉스 부호의 부분접

속수가 2임을 보인다. 증명의 간략화를 위하여 다음과 

같이 부호화된 심볼과 생성 행렬의 각 열 사이의 관계

를 이용한다.

는 를 생성행렬로 갖는  부호라 하자. 

를 열벡터들로 표현하면  …이다. 그

리고  …를 부호화되기 전의 심볼 벡터

라고 하자. 만약 의 열벡터 에 대해

  
∈⊆…╲

∙ (4)

이면

∙ ∙ 
∈ ⊆…╲

∙

∙ 
∈ ⊆…╲

∙∙

⇒   
∈⊆…╲

∙

(5)

여기에서 ∈이다. 따라서 위 관계를 토대로 부

호화된 심볼들 대신 생성 행렬의 열들의 관계를 이용하

여 복구 집합을 정의하고 부분접속수를 구할 수 있다.

정리 1. 는  IR-심플렉스 부호라 하자. 그

러면 의 부분접속수는 2이다.

증명. 의 생성 행렬 를 두 개의 항등 행렬 부분

과 나머지 부분으로 나누어 정렬한다. 즉, 

     이다. 이제 임의의 열벡터 를 선택하

자. 우리는 다음의 두 경우를 나누어 생각할 수 있다.

경우 1) ∈…

이 경우, 모든 들은 , ≡에 의

해 표현될 수 있다. 따라서 의 부분접속수는 1이다.

경우 2) ∈…

이 경우, 모든 들은 에서 유일하므로 하나의 다

른 열벡터로 표현될 수 없다. 즉, 를 표현하기 위해

서는 두 개 이상의 열벡터들이 필요하다. 임의의 열벡

터  , ∈…를 선택하자. 그러면 ≠인 

   가 결정된다. 이제 이러한 와 를 이

용하여 를 표현할 수 있다. 즉,

        .

따라서 의 부분접속수는 2이다.

종합하면, 두 경우에서 최대 부분접속수인 2가 부

호 의 부분접속수가 된다.

다음 표는 앞서 언급한 심플렉스 부호와 IR-심플렉

스 부호, 그리고 현재 하둡 시스템에서 기본적으로 사

용되는 3회 반복 부호의 부분접속수 분포를 나타낸 

것이다.

위의 표 1.을 토대로 부호차원이 3인 경우에 부호 

별 특성에 대해 살펴보자. 이때 3회 반복 부호를 위해 

사용된 생성 행렬은 다음과 같다.
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










        
        
        

(6)

  3회 반복 부호,  심플렉스 부호, 

 IR-심플렉스 부호의 최소거리는 각각 3, 4, 

5이므로, 복구 가능한 최대 소실 심볼의 수는 각각 2, 

3, 4로 IR-심플렉스 부호가 가장 크다. 반면, 세 부호

의 부분접속수는 각각 1, 2, 2이다. 따라서 부분접속수 

측면에서는 3회 반복 부호가 가장 우수하다. 주목할 

점은 심플렉스 부호는 모든 심볼에 대해 부분접속수

가 2로 일정하지만, IR-심플렉스 부호는 부분접속수가 

1인 심볼과 부분접속수가 2인 심볼이 모두 존재한다

는 점이다. 특히  IR-심플렉스 부호의 경우 

전체 10개 중 6개의 심볼이 부분접속수 1을 갖고 나

머지 4개의 심볼이 부분접속수 2를 갖는다.

이로부터 우리는 특정 부호의 부분접속수 특성을 

고려할 때 심볼들의 부분접속수 중 최댓값뿐만 아니

라 평균값도 비교하는 것이 더욱 효과적임을 알 수 있

다. 예를 들어,   심플렉스 부호의 평균 부분접

속수는 2이지만  IR-심플렉스 부호의 평균 

부분접속수는 1.4이다. 즉,  IR-심플렉스 부

호는  심플렉스 부호에 비하여 임의의 심볼 복

구 시 필요한 심볼의 수를 평균적으로  감소시킬 

수 있다.

Ⅳ. 결  론

본 논문에서는 Griesmer 한계식을 만족하는 두 가

지 최적 부호군들에 대해 소개하고, 이들의 부분접속

수를 증명을 통해 보였다. 또한 예제를 통하여, 기존 

연구들에서 주로 다루는 부분접속수뿐만 아니라 평균 

부분접속수를 고려하는 것이 효과적임을 확인하였다.

특히 본 논문에서 소개된 IR-심플렉스 부호는, 최

근 낮은 복잡도와 낮은 부분접속수를 갖는 부분접속 

복구 부호로 주목받고 있는 심플렉스 부호보다 더 좋

은 부분접속수 특성을 보이며 복구 가능한 최대 소실 

심볼의 수도 1만큼 더 크다. 따라서 심플렉스 부호 대

비 부호차원만큼의 저장 공간의 증가가 크게 문제되

지 않는 시스템이라면 효과적으로 사용될 수 있을 것

으로 기대된다. 또한 부호어의 구조가 데이터 부분을 

반복하고 패리티 부분을 추가하는 형태이므로, 3회 반

복 부호를 사용하는 기존의 하둡과 같은 시스템에서 

일부 수정을 통해 용이하게 구현될 수 있을 것으로 기

대된다.

본 논문의 결과를 토대로 향후 추가 연구로서 (1) 

다양한 Griesmer 한계식을 만족하는 일반적인 형태의 

부호군들,  인 부호군[17]과 ≤ 인 부호

군[18]에 대한 부분접속수 분석, (2) Hamming 한계식, 

Singleton 한계식 등 기존의 이론적 한계식[13]을 만족

하는 부호들에 대한 부분접속수 분석, (3) 우수한 부

분접속수를 갖는 새로운 부호의 설계 등을 고려할 수 

있다.
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