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가변 망각인자를 사용한 커널 RLS 알고리즘 
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요   약

최근 KRLS-T라고 하는 커널 기반의 RLS 알고리즘이 제안되었다. 이 알고리즘은 비정재 환경에서 베이지안 

이론에 기반한 망각 기저를 사용하고 있다. 이런 망각 기저의 핵심은 고정 망각인자를 사용하는 것이다. 그러나 

실제 환경에서는 시스템의 비정재 정도까지도 시변인 경우가 많다. 이 경우 고정 망각인자로는 시스템의 바른 추

정이 불가하다. 본 논문에서는 가변 망각인자를 사용한 KRLS-T를 제안한다. 그리고 모의 실험에서 가변 망각인자

를 가진 KRLS-T가 시변 시스템의 추정에 더 효과적임을 보인다.
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ABSTRACT

In a recent work, kernel recursive least-squares tracker (KRLS-T) algorithm has been proposed. It is capable 

of tracking in non-stationary environments using a forgetting mechanism built on a Bayesian framework. The 

forgetting mechanism in KRLS-T is implemented by a fixed forgetting factor. In practice, however, we frequently 

meet that the fixed forgetting factor cannot handle time-varying system effectively. In this paper we propose a 

new KRLS-T with a variable forgetting factor. Experimental results show that proposed algorithm can handle 

time-varying system more effectively than the KRLS-T.
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Ⅰ. 서  론

RLS(Recursive Least-Squares) 알고리즘은 신호처

리 분야에서 가장 일반적인 적응 필터 중의 하나이다
[1-5]. 이것은 반복적인 방법으로 정재 시스템의 최소 

자승 선형 예측을 계산해낸다. 표준 RLS는 망각인자

를 사용하여 비정재 시스템으로 그 응용을 확장할 수 

있다.

최근 커널을 사용한 적응 필터 알고리즘이 활발하

게 연구되고 있다
[6,7]. SVM (Support Vector 

Machine)과 커널 주성분 분석 (KPCA) 등이 성공적

인 커널 사용 적응 필터 예들이다[8,9]. 커널을 사용하

는 것은 커널에 의해서 데이터가 고차원의 커널 힐버z

트 공간으로 투영되는 것을 이용하여 비선형 문제를 

해결할 수 있는 가능성을 갖고 있어서 주목 받고 있

다. 이런 알고리즘 중에 RLS의 커널 버전인 

KRLS(Kernel Recursive Least-Squares)가 있다. 당초 

KRLS은 정재신호에 대해서 사용하도록 제안되었다. 

그리고 신호처리, 통신 및 패턴 인식 등의 분야에서 

성공적으로 사용되고 있다
[6,7]. KRLS에 시변 신호 같

은 비정재 신호에 대응하게 하기 위해서는 추가 정보

가 필요하다. KRLS를 시변 신호에 대응하기 위해서 
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제안된 알고리즘에는 이동형 고정 창 커널 RLS 

(sliding window KRLS, SW-KRLS)와 커널형 확장 

RLS (kernel-based EX-KRLS)가 있다[7,10].

참고문헌
[11,12]에 확률론적 접근법을 사용해서 

KRLS를 시변 신호에 대응하게 한 알고리즘이 발표되

었다. 이 알고리즘은 새로운 형식의 망각인자를 

KRLS에 적용하였다. KRLS-T라고 불리는 이 방법은 

가우시안 과정 시계열 분석(Gaussian Process 

Regression, GP Regression)에 뿌리를 둔 접근법을 

사용한다. 당초 가우시안 과정 시계열 분석에 뿌리를 

둔 방법들은 배치 처리(batch process)에 사용할 수 있

도록 개발되었다. 반면에 KRLS는 새 데이터가 들어

올 때마다 처리를 하는 온라인 처리를 염두하고 개발

된 알고리즘이다. KRLS로 모든 데이터를 차례로 다 

처리하고 나면, 그 결과는 모든 데이터를 배치 작업을 

해서 만들어진 가우시안 과정 시계열 분석의 결과와 

같다. 이런 등가 결과는 참고문헌 
[11-14]에 나와 있다. 

따라서 KRLS는 온라인 가우시안 과정 시계열 분석 

라고 할 수 있다
[11-13]. 

KRLS-T 알고리즘은 고정된 망각인자를 사용한다. 

고정된 망각인자는 불필요한 정보를 버리는 범위가 

고정되어 있다. 이 같은 성질은 시스템의 시변성에 대

한 정보가 충분하고, 또 그 성질이 추정 중에 변하지 

않는다면 고정된 망각인자를 사용하여 우수한 추정을 

얻는 것이 가능하다. 그러나, 시스템 시변성 자체가 

수시로 변한다면 하나의 고정된 망각인자로 전체 시

간 동안 우수한 추정을 하는 것이 불가능하다. 따라서 

상황에 맞게 망각인자를 알맞게 변경하는 것이 바람

직하다. 이를 가변 망각인자라고 한다
[15-18].

선형 추정법 분야에서는 망각인자를 변경하는 여러 

방법이 제안되어 있다
[15-18]. 그러나 이들 방법은 망각

인자를 구하기 위하여 행렬을 미분과 그의 역행렬이 

포함되어 있어서, 추정 벡터 차수의 자승 이상의 계산

량이 추가된다. 따라서 KRLS-T에 직접 적용하기에는 

심각히 고려해야할 점이 존재한다. 즉, KRLS는 커널

을 사용하여 입력 벡터를 다른 공간으로 매핑하는 비

선형성을 포함하고 있어서 행렬 미분을 포함하는 알

고리즘을 시도할 경우 기존 선형 RLS에서 보다 복잡

도가 매우 커질 것이 예상된다. 본 논문에서는 행렬 

미분을 사용하지 않아 계산량에 부담을 최소화 한 가

변 망각 인자 방법을 채용한 KRLS-T를 제안한다. 그

리고 이 가변 망각인자를 사용한 새로운 KRLS-T가 

시변 환경에서 잘 동작한다는 것을 보이기 위하여 전

체 추정 기간 중에 시스템이 변경되는 경우를 상정하

여 모의 실험을 한다. 뿐만 아니라 임펄스 잡음 상황

이 주는 추정 시스템의 갑작스런 외란에 의한 시변 상

황에도 제안한 알고리즘이 적용 가능함도 보인다.

Ⅱ. 본  론

2.1 가우시안 과정 정리 (Gaussian Process
(GP))

본 장에서는 GP regression에 관한 간단히 설명을 

한다[15]. 입출력 쌍의 집합     
 이 i.i.d. 

(independent identical distributed)일 때, Regression

이 하는 일은 새로운 입력벡터 가 주어졌을 때 해

당하는 출력 을 예측하는 것이다. GP regression은 

출력을 내재함수(latent function)와 부가 잡음 

의 합으로 모델한다.

    . (1)

여기서   ′이고,  ′는 

상호상관 함수이다.  
 .

출력    
과 이에 대응하는 latent 함

수 벡터   
와의 joint 분포

는 다음과 같다[15].







  

 
 




 . (2)

는      인 행렬이다. 그리고 는  

와 같은 사이즈의 단위 행렬이다. 출력 행렬   가 

주어졌을 때 latent 함수 벡터에 대한 사후 조건 확률 

분포함수는 

     
   

   ∑
(3)

이다. 위 확률 분포 파라메터를 계산할 때 제일 많은 

계산량이 드는 부분은 크기가 × 인 행렬 

 의 역행렬을 계산할 때이다. 이 경우   

정도의 복잡도를 갖는다. 위 확률분포의 각 파

라메터들의 차원은 새로운 입력 샘플이 도래할 때마

다 점진적으로 늘어난다. 따라서 계산 복잡도는 시간

에 따라서 급격하게 늘어나게 된다.

출력 행렬 가 주어졌을 때 latent 함수 벡터에 대
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한 조건 확률 분포함수가   ∑  로 주어졌을 

때, 새로운 출력에 대한 조건 확률 분포함수는 다음과 

같다[19].

     
 

  ∑ (4)

여기서, 이고    
 이다.  

는 요소 값  들로 이루어진 벡터이다. 그

리고   이다. 

위 식에      ∑를 대입하여 다시 

계산하면 아래와 같은 확률 밀도 함수를 얻을 수 있

다.

    
  , (5a)

  
, (5b)


    

. (5c)

2.2 Gaussian Process(GP)의 순차적 갱신 방법

많은 신호처리 응용에서 데이터가 연속으로 도래한

다. 따라서 추정 알고리즘은 매번 새로운 데이터가 도

래할 때마다 추정 값을 갱신하는 것이 바람직하다. 서

론에서도 언급했듯이 GP는 비실시간 방식인 배치 형

식으로 사용할 것을 전제로 만들어졌다. 따라서 근본

적인 변경 없이 연속으로 도래하는 데이터에 대응하

여 GP의 통계 파라메터를 계산하려면 차원이 점점 더 

커지는 행렬,   , 전체에 대해서 역행렬을 구

하는 계산량이 많이 드는 불편함을 감수하여야 한다. 

따라서 이전 샘플까지의 통계 파라메터 행렬 결과를 

충분히 이용하는 방식으로 접근하여 계산량을 줄이는 

방식이 필요하다. 이를 on-line GP라고 칭한다[20].

만약 번째 샘플까지 사용하여 추정이 끝난 상태

에서 새로이 번째 샘플, ,을 받았다면, 부분 

행렬의 역행렬 계산법과 Woodbury 등가를 이용하여 

다음과 같이 순차적으로 번째 출력 샘플, ,

에 관한 확률 밀도 함수의 파라메터를 구하기 위해서 

다음과 같은 계산량이 적은 갱신식을 사용할 수 있다. 

즉, 번째 샘플에 대한 행렬 를 

   
  이라 할 때,

 
  











  
     

 


 
  
 

     


  
 

   
   


 

(6)


    

  




이고,  

         이

다. 식(1)에서 보면 출력 신호 의 평균과 그의 해당

하는 latent함수 의 평균은 같다고 할 수 있다. 이

를 토대로 n번째까지 확보한 입력 샘플들에 대한 

latent 함수 들을 벡터로 묶은 새로운 벡터에 대

한 평균도 식(5b)를 확장 이용하여 다음과 같이 에 대

한 구할 수 있다.


 

 . (7)

이는 식(3)에서도 다시 확인 할 수 있다. 또한 식(3)

의 공분산 행렬을 다시 n번째까지 확보한 입력 샘플

들에 대한 latent 함수  들을 벡터로 묶은 새로운 벡터

에 대한 것을 다시 생각하면 다음과 같다.

∑   . (8)

또 이 경우도 새로운 데이터 쌍  이 도래했을 경우 

새로운 평균과 공분산 행렬의 갱신식을 다음과 같이 

쓸 수 있다.

 



 
   









       


 
    




. (9)

∑ 



 


∑  


     

 



 


 
   







 
   








 

.(10)

여기서

 ∑    
2.3 시변 신호추정을 위한 망각인자 도입을 위한 

기존의 방법

식(9)와 같은 갱신식은 잘 알려진 KRLS와 등가임

이 알려져 있다. 따라서 KRLS는 GP regression이 제

공하는 평균과 공분산 중에서 평균만을 추정하는 것 

임도 알 수 있다. 기존 KRLS는 시불변 시스템을 위한 

on-line 방법이었다. 즉 latent 함수가 시불변이라는 가

정을 한 것이다. 그러나 많은 신호처리 분야의 신호가 

시변인 성질을 갖는 경우가 많다. 이를 위해서 몇몇 

KRLS의 변형이 생겼다. 이런 방법들 중에는 

extended RLS를 도입한 EX-KRLS
[7]와 사용하는 데

이터 구역을 현재 샘플을 중심으로 제한된 구역만 사
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Initialization: , ∑, ,  , ,  , 

 , Selction of Kernel type.

for n=1,2, ...

 ← .

 ∑←∑  .

use a new input data vector xn+1,

           

    

 

 ∑
   
  


  




  
     

 

  
 

measure a new output .

 



 







 


  


 
    




 .

표 1. 알고리즘 정리
Table 1. Algorithm summary

용하도록 하는 sliding-window KRLS[10]가 대표적인 

예가 될 수 있다. On-line GP에도 시변 신호를 위한 

적응성을 도입하기 위해서 망각인자를 다음과 같이 

도입하였다. 

←. (11a)

∑←∑. (11b)

위와 같은 망각인자를 도입한 On-line GP 방법을 

KRLS-T(KRLS Tracker)라고 알려져 있다
[21].

Ⅲ. 시변 신호 추정을 위한 성능 향상 방법들

KRLS-T 알고리즘은 고정된 망각인자를 사용한다. 

고정된 망각인자는 망각을 하는 범위가 제한되어 있

다. 이는 시스템의 시변성에 대한 정보가 충분하고, 

또 그 성질이 변하지 않는다면 고정된 망각인자를 적

용하는 것이 가능하지만, 시스템에 대한 정보가 충분

하지 않으면 알맞은 망각인자를 미리 정하기 어렵다. 

뿐만 아니라 시스템 시변성 자체가 수시로 변한다면 

망각인자를 변한 시스템 특성에 알맞게 변경하는 것

이 바람직하다. 이를 가변 망각인자라고 한다
[15-18]. 선

형 추정법에서는 이 망각인자를 변경하는 여러 방법

이 제안되어 있다[15~18]. 그러나 이들 방법은 망각인자

에 대해서 행렬을 미분하는 것이 포함되어 있어서 

KRLS-T에 직접 적용하기는 어렵다. 본 논문에서는 

행렬 미분을 사용하지 않는 방법들 중에서 KRLS-T에 

적용 가능한 방법들을 골라 적용한다. 

방법1
[22]         ×

,

  . (12)

여기서      , NINT()는 가까운 정수로 

매핑하는 함수이고,  는 조절상수이다. 본 방법은 

추정 오차의 크기가 커지면 망각인자가 λmin에 가깝게 

되고 오차가 작아지면 망각인자가 1에 가깝게 된다.

방법2
[23]            ,

 




   
 




 . (13)

이 방법은 처음부터 현재까지 추정 오차의 분산값

과 가까운 과거부터 현재까지 추정 오차의 분산값의 

비가 1에 가까우면 망각인자를 1에 가깝게 하고 비가 

1보다 크면 망각인자 값이 1보다 작게 된다. 따라서 

변화가 거의 없는 경우 망각인자가 1에 가깝게 되고 

변화가 있는 경우 망각인자를 1보다 작은 값으로 줄

이게 된다.

방법3 위의 방법2 중 망각인자를 계산하는 것을 변

경한 방법이다.

  ,

 




   
 




 , (14)

여기서 는 조절상수이다. 위 세 가지 방법을 식

(11a)와 식(11b)에 적용하면 측정된 출력값과 추정된 

출력값을 차이로부터 시스템의 시변성을 유추하고 그

로부터 망각인자를 조절하여 추정값과 측정값 간의 

차이를 줄이도록 할 수 있다. 이 방법은 방법2를 조금 

수정한 것으로써 방법2에서 채택한 망각인자 변화 방

식을 sigmoid 함수에 적용하여 망각인자 가변을 좀 

더 자연스럽게 하려고 한 방법이다. 이 방법에서는 ρ3

상수에 의해서 변화 속도를 조절할 수 있다. 다음 표1

에는 제안된 가변 망각인자를 적용한 KRLS-T에 대한 

알고리즘을 정리하였다.
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∑ 



 


∑  


    







 


 
   







 
   










    

method1:

 

    ×


.

method2:

 




   
 




 .

  .     .

where 

 is the variation of the estimation error and 

W is the length of local estimation window.

method3:

 




   
 






  


.

the other coefficients are the same as those from 

method2.

if    ,

   .

else if   

   .

endif

for_end

표 2. MSE 비교를 통한 상수 선정 표.
Table 2. Table of constant selection by comparing MSE.

 

Ⅳ. 실험 및 평가

본 장에서는 제안된 가변 망각인자를 사용한 새로

운 KRLS-T를 두 가지 대표적인 환경에서 실험하고 

가변 망각인자의 유용성을 보인다. 두 가지 중 하나는 

시변 비선형 채널 환경에서의 신호 추정 실험이고 또 

하나는 첫 번째 실험에서 사용한 시변 비선형 채널 환

경과 임펄스성 잡음이 함께 존재하는 신호 환경에서 

신호를 추정하는 실험이다. 

4.1 시변 비선형 환경에서 신호 추정 실험

비교실험을 위해서 시변 비선형 채널을 만들어 추

정 실험을 하였다. 시변 비선형 채널은 선형 채널 뒤

에 비메모리 비선형 함수가 있는 것으로 모델 하였다. 

그리고 시변성을 주기 위해서 선형 채널 부분을 500

번째 샘플에서 B1채널에서 B2채널로 전환하였다.

B1 = [1,0.8668,-0.4764,0.2070],

B2 = [1,-0.8326,0.6656,-0.7153],

비선형 함수 : tanh(▪).

앞 장에서 제안한 방법 1,2,3.에는 필요한 상수가 

있다. 방법1에는 ρ1, 방법2에는 Q, 방법3에는 Q와 ρ3

들이 있다. 여기서 방법2와 방법3에 있는 Q은 시간 

변화 양상을 따라가기 위한 데이터 창 길이 이다. 이 

길이는 망각인자에 의해 생기는 유호 데이터 길이로

부터 정할 수 있다. 본 실험에서는 방법2와 3에서 가

변 망각인자의 변화 범위를 최소 0.7 최대 0.999로 제

한하여 사용한다. 따라서 방법2와 방법3의 Q와 Nmax

값은 최소 망각인자와 최대 망각인자로부터 

 ,   로 각각 설

정하여 사용할 수 있다. 그리고 나머지 상수들은 표2

와 같이 여러 시도를 통해서 좋은 것을 취하도록 한

다. 표2는 KRLS-T의 망각인자와 방법1의 ρ1, 방법3

의 ρ3들을 각각 정하기 위해서 전체 2000 샘플 중에

서 채널이 갑자기 변하기 전인 1~500 샘들 구간 중 

300번째 샘플과 499샘플에서의 MSE (Mean Square 

Error)를 취하고 또 채널이 변한 후 1000번째 샘플과 

300th

sample

499th

sample

1000th

sample

last

sample

KRLS-T

method1

method3
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(a)

  

(b)

(c) 

  

(d)

그림 1. 수렴성 비교 (a) KRLS Tracker (b) 방법1을 적용한 KRLS Tracker (c) 방법2을 적용한 KRLS Tracker (d) 방법3을 적용
한 KRLS Tracker
Fig. 1. Compare convergence (a) KRLS Tracker (b) Applying the method 1 KRLS Tracker (c) Applying the method 2 KRLS 
Tracker (d) Applying the method 3 KRLS Tracker

마지막 샘플에서의 MSE를 성능 지표로 삼았다.

표2를 보면 KRLS-T의 망각인자는 망각인자가 클

수록 1~500 샘플 구간에서의 성능이 좋으나 변화가 

발생한 이후 구간을 보면 망각인자가 큰 것이 더 좋지

는 않은 것을 알 수 있다. 이는 유효 구간 길이가 너무 

길어져서 생기는 문제라고 생각할 수 있다. 방법1에서

는 ρ1가 2.5나 3에서 상대적으로 좋은 결과가 나왔다. 

방법3에서는 ρ3가 0.25일 때 제일 좋은 결과가 나왔

다. 따라서 그 결과로부터 KRLS-T의 망각인자를 

0.999를 선택하였다. 그리고 방법1의 ρ1는 3로 설정

하였다. 방법3의 ρ3는 0.25로 설정하였다.

다음 그림은 3가지 가변 망각인자 방법을 적용한 

결과들과 고정 망각인자를 사용하는 기존 KRLS-T를 

적용한 결과들을 서로 비교한 그림이다.

그림 1을 보면 고정 망각인자를 사용하는 KRLS-T

의 제일 좋은 결과인 그림 1(a)를 기준으로 하여 그림 

1(b)~(d)를 평가 할 때, 세 가지 방법 모두 채널이 갑

자기 변한 후에도 상대적으로 빠른 적응을 함을 보였

다. 이는 표2에서 1000번째와 마지막 샘플의 MSE 값

을 통해서도 알 수 있다. 3가지 방법 중에서는 방법1

과 방법3이 좀 더 빨리 수렴하고 있어서, 방법2에 비

해서 상대적으로 좀 좋은 결과를 보인다.

4.2 임펄스성 잡음이 존재하는 시변 비선형 환경

에서 신호 추정 실험

임펄스성 잡음은 추정기에 예외적으로 큰 오차를 

일으키고 그 영향을 추후에도 오랫동안 영향을 미치

는 경우가 비일비재하다. 따라서 임펄스성 잡음의 영

향을 감소시킬 필요 있다. 본 실험에서는 가변 망각인

자가 예외적으로 큰 오차가 일어났을 때 효과적으로 

작동하여 빠르게 신호 추정기를 정상화 시킴을 보인

다. 이를 위해서 실험 1에서 사용한 시변 비선형 채널

을 그대로 사용하고 여기에 임펄스성 잡음 환경을 위

하여 300번째 샘플과 1300번째 샘플에 임펄스 잡음을 

부가하였다. 

KRLS-T에서 임펄스 부가 효과를 보기 위해서 그

림 2에서 임펄스 부가 전과 후를 비교하여 보았다. 그

림 2 (a)는 임펄스 부가 전의 MSE 성능 곡선이다. 이

에 반해서 그림 2(b)는 300번째와 1300번째 샘플에 

임펄스를 부가한 경우이다. 그림에서 보는 바와 같이 

300번째 임펄스 이후 추정 성능이 급격히 저하 되어 
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(a)

(b)

그림 2. KRLS의 수렴성 비교 (a) 가우시안 부가 잡음 상황
에서 KRLS Tracker의 추정 성능 (b) 임펄스 잡음 상황에서 
KRLS Tracker의 추정 성능.
Fig. 2. Comparison of convergence KRLS (a) In addition 
KRLS Tracker estimation performance of Gaussian noise 
conditions (b) Estimated performance of impulse noise 
situation in KRLS Tracker.

복원 되지 않는 것을 볼 수 있다, 이는 망각인자의 유

효 길이가 길어서 임펄스 영향을 배제하지 못한 결과

이다. 

그림 3에는 제안된 3가지 알고리즘들을 임펄스 환

경 하에서 수행하여 얻은 결과를 나란히 제시하였다. 

그림 3(a)는 방법1을 임펄스 환경에서 수행한 결과이

다. 이 결과를 보면 그림 2(b)와 같이 임펄스 이후 추

정 성능이 완전히 없어지지는 않지만 추정 성능이 매

우 저하된 것을 확인 할 수 있다. 그러나 그림 3(b)와 

그림 3(c)를 보면 임펄스 후에도 빨리 정상적인 추정

을 하는 것을 확인할 수 있다. 

그림 2의 결과와 그림 3의 결과를 서로 비교하여 

보면 제안한 알고리즘으로 보완할 경우 임펄스 잡음

에 강인한 결과를 얻을 수 있음을 알 수 있다. 특히 방

법2와 방법3이 임펄스 환경에서 강인함을 알 수 있다.

실험 1과 실험2를 종합하면 제안한 방법 중 3번 방

법이 시변 환경과 임펄스 환경 모두에서 상대적으로 

더 우수한 추정 성능을 발휘함을 알 수 있다.

(a)

(b)

(c)

그림 3. 제안한 방법들의 수렴성 비교 (a) 임펄스 잡음 상
황에서 방법1을 적용한 KRLS Tracker (b) 임펄스 잡음 상황
에서 방법2을 적용한 KRLS Tracker (c) 임펄스 잡음 상황에
서 방법3을 적용한 KRLS Tracker
Fig. 3. Compare convergence of the proposed method (a) 
How to apply for one in impulse noise conditions KRLS 
Tracker (b)Method 2 is applied to the impulse noise 
situation in KRLS Tracker (c) Method 3 is applied to the 
impulse noise situation in KRLS Tracker
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Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 가우시안 과정 기반의 추정법 중 하

나인 KRLS-T 알고리즘의 시변 추정 성능 향상을 위

한 방법 3가지를 제안하였다. 또 시변 채널 환경에서 

모의 실험을 통하여 제안된 방법이 기존의 방법의 성

능을 향상 시킴을 보였다. 또 임펄스가 추정 성능에 

미치는 악영향을 효과적으로 줄일 수 있음도 보이기 

위하여 시변 채널 상에 임펄스가 존재할 경우에도 실

험을 하였고 그 경우에도 제안한 방법이 KRLS 

Tracker 알고리즘을 임펄스 잡음 환경에 강인하게 함

을 확인하였다.
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