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두 개의 다른 부분접속수 요건을 가진 

부분접속 복구 부호
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요   약

부분접속 복구 부호(Locally Repairable Code)는 분산 저장 시스템(Distributed Storage System)의 효율적인 노

드 복구(repair)를 위한 부호로서, 부분접속수(locality), 즉 복구 과정에서 사용되는 노드의 개수를 작게 함으로써 

복구의 효율성을 높이는 것을 목적으로 한다. 본 논문에서는 각 노드의 부분접속수가 서로 다른 값으로 규정되는 

상황을 다룬다. 다중 부분접속수에 대한 기존의 연구 결과를 -부분접속수의 경우로 확장하여, 서로 다른 두 

부분접속수로 규정되는 부호의 최소 거리 상계 및 이를 달성하는 최적 부호의 설계를 제시한다. 제안되는 상계는 

기존의 연구와 달리 다중 부분접속수의 개수가 두 개로 제한되지만, 부호의 부분접속수가 정확하게 주어지지 않고 

상한으로만 주어지는 보다 일반적인 경우에 직접 적용 가능하다.
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ABSTRACT

Locally repairable codes (LRCs) constitute an important class of codes for distributed storage, where repair 

efficiency is a key metric of system performance. In LRCs, efficient repair is achieved by small locality—number 

of nodes participating in the repair process. In this paper, we focus on situations where different locality is 

required for different nodes. We present a non-trivial extension of the recent results on multiple (or unequal) 

localities to the -locality case. A new Singleton-type minimum distance upper bound is derived and an 

optimal code construction is provided. While the result is limited to the case of only two different localities, it 

should be noted that it can be directly applied to the more general case where the localities are specified not 

exactly but by upper limits.
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Ⅰ. 서  론

빅 데이터(Big Data) 시대를 맞이하여 많은 양의 

데이터를 안정적이고 효율적으로 저장 및 관리하는 

것이 중요해지고 있으며, 기존 데이터 저장 방식의 한

계로 분산 저장 시스템(Distributed Storage System)
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의 활용이 크게 주목받고 있다[1-3]. 분산 저장 시스템

의 중요한 장점은, 데이터를 물리적으로 분리된 여러 

노드(node)에 분산 저장함으로써, 저장 장치의 고장, 

네트워크 불안정 등의 이유로 발생하는 순간적 혹은 

영구적 저장 데이터 소실(erasure)의 범위를 국부적으

로 제한할 수 있다는 것이다. 따라서 적절한 부호화를 

통하여 전체 저장 데이터의 안정성과 신뢰성을 크게 

향상 시키는 것이 가능하다. 이러한 데이터의 부호화

를 위해 간단한 반복 부호(repetition code)가 많이 사

용되고 있으나, 낮은 저장 효율 문제를 극복하기 위해 

일반적인 소실 부호(erasure code)의 적용이 중요하다
[2]. RS(Reed Solomon) 부호를 비롯한 MDS 

(Maximum Distance Seperable) 부호들은 일정한 소

실 복호(decoding) 능력 하에서 저장 효율을 최대화한

다는 측면에서 분산 저장 시스템에 일견 매우 적합해 

보이지만, 소실 노드 복구(repair)에 있어 중대한 문제

를 보인다. 분산 저장 시스템에 있어 노드 소실이 누

적되면, 당장 복호 가능성에 문제가 없더라도 데이터

의 안정성이 점점 훼손되기 때문에 적절한 시점에서 

부호의 소실된 노드를 복구하는 것이 필수적이며, 이

러한 복구 과정의 효율성이 전체 시스템 성능의 중요

한 척도가 된다
[3]. 반복 부호에서는 단순히 소실 노드

와 데이터를 공유하는 하나의 노드로부터 내용물을 

복사하여 복구를 수행할 수 있는데 반해, MDS 부호

의 경우에는 단 하나의 소실 노드를 복구하기 위해서

도 일반적으로 전체 부호를 복호하는 과정을 거쳐야 

한다. 이를 위해 부호 차원(dimension) 만큼의 데이터

를 네트워크로부터 읽어 들여야 하는데, 이러한 복구

에 수반되는 네트워크 사용량이 전체 네트워크를 포

화시켜버릴 수 있을 정도로 비효율적임이 알려져 있

다
[2].

위의 논의와 같이 반복 부호와 MDS 부호는 저장 

및 복구 효율에서 있어 서로 다른 양 극단의 특성을 

가지고 있어, 이들의 장단점을 적절히 조합한 새로운 

부호의 필요성 하에 분산 저장 시스템을 위한 부호에 

대한 연구가 활발히 이루어져왔으며, 대표적으로 복구 

대역폭(repair bandwidth)에 초점을 맞춘 재생 부호

(Regenerating Code)
[3,4]와 부분접속수(locality), 즉 

소실 노드의 복구를 위해 접속해야하는 노드의 개수

에 초점을 둔 부분접속 복구 부호(locally repairable 

code)
[2,5,6]를 들 수 있다. 이중 부분접속 복구 부호는 

소실 노드의 복구를 위해 필요한 노드들, 즉 복구 집

합(repair set)을 네트워크의 지리적 분포 혹은 계층적 

구조를 고려하여 접속이 용이한 노드들에 대응시킴으

로써 보다 실질적인 복구 효율을 높일 수 있다는 장점

을 지닌다
[2].

선형(linear) 부분접속 복구 부호에서 어떤 노드가 

특정 부분접속수 요건(requirement) 을 만족시키기 

위해서는 해당 노드와 복구 집합으로 천공(puncture)

된 부호의 최소 거리가 2 이상이어야 하는데, 이를  

이상이 되도록 부분접속수 개념을 확장한 것을 -

부분접속수라고 한다[7,8]. 이러한 -부분접속 복

구 부호에서는 다중 노드 소실 상황에서 보다 효과적

인 복구가 가능하다. 가령, 전통적인 최적(optimal) 부

분접속 복구 부호에서는 2개 이상의 노드가 소실될 

경우 일반적으로 노드 복구 작업의 수행이 불가능하

고 비효율적인 전체 부호의 복호를 수행해야 하는데 

반해, -부분접속 복구 부호에서는 최소한 두 번

의 단일 노드 복구 작업을 통해 원래의 부호를 복원하

거나 단일 노드 복구 작업을 위한 네트워크 사용 한 

번으로 두 소실 노드의 복구를 수행할 수 있다.

한편, 부분접속 복구 부호 최소 거리의 이론적 한계 

및 이를 달성하는 최적 부호의 설계 문제는, 모든 노

드들이 하나의 부분접속수 요건을 만족시키는 조건하

에서 규명되었는데
[5], 최근 각 노드의 부분접속수가 

다르게 규정되는 경우에 대한 연구가 이루어졌다[9,10]. 

이러한 연구 결과는 분산 저장 시스템 또는 데이터에 

어떤 비균질성이 존재할 경우에 적용할 수 있다는 점

에서 유용하다. 가령 몇몇 노드에 저장된 데이터가 핫

데이터(hot data)에 해당되는 경우, 이들 노드의 부분

접속수 요건을 더 작게 함으로써 핫데이터의 복구 시

간을 줄일 수 있고, 또한 다중 가용성(availability)을 

고려한 시나리오에서 핫데이터 다운로드 속도를 향상

시킬 수 있다. 이들 연구에서는 최소 거리 상계 및 최

적 부호의 설계 문제를 모두 다루었으나, 각 노드의 

부분접속수가 정확히 주어져야 한다는 한계가 있다. 

기존의 문제 설정에서는 부분접속수가 요건, 즉 어떤 

값 이하로 규정되는데, 부분접속수는 작을수록 유리하

다는 점에서 기존과 같이 이를 포괄하여 문제를 다룰 

필요가 있다.

본 논문에서는 기존의 연구
[9,10]를 두 가지 측면에

서 확장한 결과를 소개한다. 즉, 확장된 -부분접

속수 개념을 사용하며, -부분접속수가 요건으로 

규정되는 경우를 다룬다. 이러한 문제 설정 하에서 최

소 거리의 상계를 규명하고, 이를 달성하는 최적 부호

를 제시함으로써 상계가 엄격(tight)함을 보인다.

본 논문의 연구 결과는 부분적으로 학술대회[16]에 

발표된 바 있다.
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Ⅱ. 배경 지식

2.1 표기법

본 논문에서는 아래와 같은 표기법을 사용한다.

1) 정수 에 대해    …이다.

2) 길이가 인 벡터 에 대해  …로 나

타낸다.

3) 크기가 ×인 행렬 에 대해 

 ∈∈으로 표기한다.

4) 집합 , 에 대해 ⊔는 두 집합의 합집합

이며, 동시에 두 집합이 서로소(disjoint)임을 함

의한다.

5) 길이가 이고 생성 행렬(generator matrix)이  

인 부호 와 심볼(symbol) 지표(index) 집합 

⊂ 에 대해, 는 로 천공된 천공 부호

이며 는 그에 해당되는 생성 행렬이다. 또한, 

는 의 계수(rank)를 의미한다.

2.2 부호 최소 거리

부호의 최소 거리에 대해 아래의 보조 정리가 성립

함이 잘 알려져 있다
[8].

보조정리 1.    선형 부호의 심볼 지표 집합 

⊂ 에 대해 ≤ 일 경우, 최소 거

리 는 다음의 상계를 만족한다.

≤  (1)

  

이때,  가 최대이면 등호가 성립한다.

보조정리 1로부터 아래의 보다 유용한 보조정리를 

얻을 수 있다[11]. 본 논문에서는 이를 이용하여 최소 

거리 상계를 증명한다.

보조정리 2.    선형 부호 및 ≤ 

인 심볼 지표 집합 ⊂ 에 대해 잉여(redundant) 

심볼의 개수를 , 즉    라고 하면, 

최소 거리 는 다음의 상계를 만족한다.

≤  (2)

증명. 집합 를 확대하여 ′ 인 집합 

′을 만들 수 있다. ′에서 개의 잉여 심볼을 제외

한 집합 ′′에 대해 ′′ 이므로 

′′ ≥  이다. 따라서 ′에 보조정리 1을 적용

하면 다음과 같다.

≤ ′   ′′ 
≤ 

(3)

보조정리 1에 대한 따름정리로서 다음의 보조정리

는 자명하며, 이를 이용해 설계한 부호의 최소 거리를 

분석할 수 있다.

보조정리 3.    선형 부호에서   인 임의

의 심볼 지표 집합 ⊂ 에 대해  가 

만족할 경우, 최소 거리 는 다음의 하계를 만족한다.

≥  (4)

비고 1. 조건    및 ≤ 는 각

각 에 해당되는 심볼로 부호를 복호할 수 있음과 없

음을 등가적으로 의미한다.

2.3 -부분접속수

본 논문에서는 혼선을 방지하기 위해서 -부분

접속수[7] 대신 ⋅라는 표기를 사용하며, 이의 

명확한 정의는 아래와 같다.

정의 1.    선형 부호 에서, ∈  에 대해 

번째 심볼을 포함하여 길이가 , 최소 거리가 

인 천공 부호가 존재한다고 하자. 즉, 어떤 집합 

 ⊂ 와 정수 이 존재하여 아래 조건을 만족한

다.

1) ∈ .
2)   .

3)    .

이때, 이 위 조건을 만족하는 최소일 때 번째 심

볼에 대하여  이다. 또한 부호 에 대하여 

∈로 정의한다.

비고 2. 싱글톤 한계식(Singleton bound)에 의해 

  ≤ 이다.

≤ ≤ 인 조건에서 는 잘 정의된다. 최

소 거리가 인 부호 에서 를 제외한 임의의 심볼

을 하나씩 천공해나가면 매번 최소 거리는 최대 1만

큼 감소하는데, 최종적으로 최소 거리는 1이 되어야하
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므로 중간 과정에서    인 의 존재가 보장

되기 때문이다. 그중에서  가 최소일 때, 

   이다.

정의 2. 선형 부호 에서 ∈  에 대해 

 ≤ 인 경우 번째 심볼이 -부분접속수 

요건을 만족한다고 한다. 또한  ≤ 인 경우 

부호 가 -부분접속수 요건을 만족한다고 정의

한다.

정의 2에서 -부분접속수 요건을 만족한다는 

것은 기존 논문[7]에서 -부분접속수를 갖는다는 

표현과 등가적으로 같음을 보일 수 있다.

-부분접속수 요건을 만족하는    선형 

부호 의 최소 거리는 아래와 같은 상계를 만족한다[7].

≤ ⌈⌉ (5)

  

또한 위 상계의 등호 조건을 만족하는 여러 최적 

부호들이 존재함이 알려져 있다
[7,8,12,13].

2.4 Gabidulin 부호

본 논문에서 제시하는 최적 부호는 Gabidulin 부호

를 기반으로 한다[10,12-14]. 본 항에서는 Gabidulin 부호 

및 이를 응용한 중요 성질에 대해서 다룬다.

확대체(extension field) 

는 기저체(base field) 

에 대해 벡터 공간(vector space) 구조를 갖기 때문

에, 각 원소를   상에서 길이 인 벡터로 나타낼 수 

있다. 따라서 임의의 벡터 ∈


는 등가적인 행렬 

∈×으로 표현 할 수 있고, 벡터 의  계수를 

 로 정의할 수 있다. 또한 벡터 

∈

에 대하여 아래와 같이 계수 거리(rank 

distance)를 정의할 수 있다.

    (6)

  

해밍 거리(Hamming distance) 에 대해서 

 ≤ 임을 쉽게 알 수 있는데, 따라서 

부호의 최소 계수 거리도 싱글톤 한계식을 만족하며, 

이의 등호 조건을 만족시키는 부호를 MRD 

(Maximum Rank Distance) 부호라고 부른다.

Gabidulin 부호는 대표적인 MRD 부호로 RS(Reed 

Solomon) 부호를 비롯한 여러 대수적 부호(algebraic 

code)와 마찬가지로 다항식 값매김(evaluation)으로 

부호어(codeword)를 생성한다. 구체적으로 


 

Gabidulin 부호어의 생성은 아래와 같다.

1) 메시지 벡터  …∈에 대해 

상

에서의 선형 다항식(linearized polynomial)[15]

를 아래와 같이 만든다.

 






 

(7)

2)   상에서 선형 독립(linearly independent)인 

개의 점, …⊂ 에서 다항식 를 

값매김하여 부호어를 얻는다. 즉, 부호어 

 …이고, 등가적으로 

…⊂라고 봤을 때, 

…  이다.

선형 다항식은 

에서 


로 가는 -선형 변환

(-linear transformation)으로, 임의의 ∈와 

∈

에 대해 아래의 관계가 성립한다[15].

   (8)

  

Gabidulin 부호가 MDS인 이유는 선형 독립인 임

의의 점 개에서 값매김을 알면, 수식 (8)을 통해 

의 서로 다른 점에서 값매김을 구할 수 있고, 보간법

(interpolation)을 통해 차수가  이하인 다항식 

를 구할 수 있기 때문이다. 더군다나 개의 값매

김 점이 부호어 생성에 사용된 값매김 점과 달라도 되

는데, 본 논문에서는 부호에 부분접속 복구 성질을 부

여하기 위해 Gabidulin 부호어를 분할하여 각 부분을 

MDS 부호화시킴으로써 그와 같은 상황이 발생한다. 

이러한 부호에서 복호 가능성의 판별은, 원래 

Gabidulin 부호에서와 마찬가지로 소실되지 않고 남

아 있는 값매김 점들의 잔여 계수(remaining rank)를 

  상에서 구하여 와 비교함으로써 가능하다. 이때, 

심볼 소실에 의한 값매김 점 계수의 소실을 계수 소실

(rank erasure)이라고 한다. 아래의 보조정리
[13]는 본 

논문에서 제시하는 부호의 계수 소실 혹은 잔여 계수

를 분석하는데 이용된다.

보조정리 4. 

 상에서의 선형 다항식 ⋅를   

상에서 선형 독립인 개의 점에서 값매김하여 이를 
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원소로 하는 벡터 를   MDS 부호로 부호화한 

부호어 에서 각 심볼은 ⋅의 값매김에 해당하며, 

그 값매김 점들은 원래 개의 점들에 의해 생성되는 

부분공간(subspace)에 속한다. 또한 임의의 부호어 심

볼 개에 해당되는 값매김 점들의 계수는 

이다.

증명.  … , …  
이고,   MDS 부호의 생성 행렬을 

 ∈∈라고 하면  이다. 일반성을 

잃지 않고, 부호어 에서 임의의 심볼 개를 

…로 두면 아래와 같다.

…   
 





 …




 

 




 …




 

(9)

  

따라서 ∈ 에 대하여 는  




에서 

다항식 ⋅를 값매김한 값이다. 또한 이와 같은 새

로운 값매김 점들을 아래와 같이 표현할 수 있다.

…   




…
 



 

 …
(10)

  

수식 (10)에서 …  인 점과 MDS 

생성 행렬 의 성질을 이용하여 심볼 개에 해당하

는 값매김 점들의 계수는 아래와 같다.

   

…    (11)

Ⅲ. 두 개의 부분접속수로 규정되는

부분접속 복구 부호

본 논문의 연구 대상인 부호는 아래와 같이 정의된다.

정의 3. ⊔  인 두 집합 과 에 대해 

  ,   이고, 두 정수 , 에 대해 

  라고 했을 때,    선형 부호 에서 

에 해당되는 심볼들이 -부분접속수 요건을 만족

하고, 에 해당되는 심볼들이 -부분접속수 요

건을 만족할 경우, 부호 는 -부

분접속수 요건을 만족한다고 정의한다.

-부분접속수 요건의 만족은 -부분접속

수 요건의 만족을 함의한다. 따라서 -부분접속

수 요건을 만족하는 부호는 -부분

접속수 요건을 만족하므로, 수식 (5)의 등호 조건을 

만족시키는 최적 부호는 아래와 같은 최소 거리 를 

가지면서 -부분접속수 요건을 만

족한다.

    ⌈ ⌉ (12)

  

한편 -부분접속수를 만족하는 

임의의 부호는 -부분접속수 요건을 만족해야 하

므로, 마찬가지로 수식 (5)에 의해 부호의 최소 거리 

는 다음의 상계를 만족해야 한다.

≤   ⌈ ⌉ (13)

  

 ≤ 이고 등호는 일반적으로 성립하지 않음에 

유의했을 때, 본 연구에서 풀고자하는 문제를 다음과 

같은 질문으로 표현할 수 있다. -

부분접속수 요건을 만족하면서 최소 거리가 보다 

큰 부호는 존재하는가? 또한 이러한 부호의 최소 거리

에 대해 보다 엄격한 상계를 구할 수 있는가? 본 논

문의 3절과 4절에서 각각 그러함을 보이도록 한다.

예 1.           -부

분접속수 요건을 만족하는       선형 

부호에 대해서 수식 (12)와 (13)에 의해   이고, 

  이다. 즉, 기존의 알려진 -부분접속수 요

건을 만족시키는 최적 부호를 통해 최소거리 

   을 달성할 수 있으나 이는 

-부분접속수 요건에 대한 최적 최

소거리가 아닐 개연성이 크며, 부호의 최소거리는 상

계 ≤   를 만족해야 한다. 3절에서 부호의 최

소거리는 상계 ≤ 를 만족함을 보이고, 4절에서 상

계의 등호조건을 만족하는, 즉   인 최적 부호의 
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생성을 보이도록 한다. 한편, 이러한 최적 부호와 동

일한          선형 부호가 -부분

접속수 요건을 만족한다고 하면 수식 (5)에 의하여 

 임을 알 수 있다. 즉, 본 논문에서 제시하는 최적 

부호를 사용함으로써, 최소 거리는 동일하게 유지하면

서 일부 심볼의 부분접속수를   로 높이는 대신 

상대적으로 중요한 심볼의 부분접속수를   로 낮

추는 것이 가능하며, 이를 통해 핫데이터의 복구 효율 

및 다운로드 속도를 개선할 수 있다.

Ⅳ. 최소 거리 상계

본 절에서는 -부분접속수 요건

을 만족하는 부호의 최소 거리에 대해 엄격한 상계를 

구한다. 이를 위해 우선 몇 가지 보조 파라미터를 정

의하여 상계를 표현하고, 추후에 보조 파라미터를 표

현식에서 제거하는 단계적 접근 방법을 취한다.

정의 4. -부분접속수를 만족하는 

부호 및 이에 대응되는 집합 , 에 대해서, 아래

와 같이 정의한다.

1) ∈ ≤ .

2) ⊔, .

3)  
 
 
.

추가적으로, 표현의 간략화를 위해 아래와 같이 정

의한다.

정의 5. 에 대해 , , 은 아래와 같다.

1) 과 는    이고 

≤  ≤  인 정수.

2)  


  


.

에 대해도 마찬가지로  , 
, 
을 정의한다.

비고 3. 정의에 의해 ≥ 이고, 또한 ≥이다.

첫 번째 단계로 과 를 알고 있다고 가

정하여 다음의 보조정리에서 최소 거리 상계를 구한

다.

1: Let  ∅,   

2: while  
 do

3:
    Pick any ∈ such that

      ∪  

4:       

5:       ∪

6: end while

7:   

표 1.  알고리즘-1 (보조정리 5와 6에서 사용)
Table 1. Algorithm-1 (Used in Lemma 5 and 6)

 

1: Let  
 ,   

2: while   do

3:
    Pick any ∈ such that 

      ∪  

4:       

5:       ∪

6: end while

7:   

표 2.  알고리즘-2 (보조정리 5에서 사용)
Table 2. Algorithm-2 (Used in Lemma 5)

 

보조정리 5. -부분접속수 요건을 

만족하는    선형 부호의 최소 거리는 다음의 

상계를 만족한다.

1)   인 경우.

≤ ⌈ ⌉ (14)

2)   인 경우.

≤ 


⌈⌉ (15)

증명. 각각 표-1의 알고리즘-1과 표-2의 알고리즘-2를 

수행하여  ≤ 인 집합 ⊂ 을 만들

고 잉여 심볼의 개수 를 분석한 후 보조정리 2를 이

용하여 최소 거리의 상계를 구한다.

1) 표-1의 알고리즘-1에서 는 번째 심볼이 
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-부분접속수 요건을 만족하게 하는 천공 

부호에 해당되는 심볼 지표 집합이다. 이 때, 

의 정의에 의해  ⊂
이므로  ⊂

이고 

 ≤ 
이다. 또한 2행의 조건

에 의해 3행에서 항상 적절한 를 선택할 수 있

다. 알고리즘의 반복문은 번 수행되는데, 비

고 2에 의해 에 대해서 다음이 성립한다.

 ≥⌈ ⌉⌈ ⌉ (16)

  

한편, 번째 반복문 수행에 있어 에서 임의로 

택한 개의 심볼은 잉여이고, 에서 잉여인 심

볼은 당연히 에서도 잉여이므로 다음이 성립한다.

 ≥  (17)

  

이제  ⌈ ⌉≤  에 대해  

으로 놓으면,  ≤ 임이 자명하다. 또한 

에서 잉여 심볼의 개수 는 수식 (17)을 이용하여 

아래의 부등식을 만족함을 보일 수 있다.

 






 








≥ 

 ⌈ ⌉
(18)

  

따라서 보조정리 2에 의해 수식 (14)가 성립한다.

2) 표-2의 알고리즘-2를 수행하면 수식 (16)에서와 

비슷하게 아래가 성립한다.

 ≥⌈⌉ (19)

  

 ⌈⌉≤  에 대해 

 으로 놓으면,  ≤ 이고, 에 해

당하는 심볼 중 잉여 심볼의 개수 는 수식 (18)에서

와 비슷하게 다음을 만족한다.

 






  










≥ 





⌈⌉
(20)

  

마찬가지로 보조정리 2에 의해 수식 (15)가 성립한다.

아래 보조정리에서는 의 상계를 구한다.

보조정리 6. -부분접속수 요건을 

만족하는 선형 부호에서 은 아래의 상계를 

만족한다.

1) ≤≤ 인 경우.

 ≤⌊⌋ (21)

2) ≤≤  인 경우.

 ≤
⌈⌉ (22)

  

증명. 표-1의 알고리즘-1에서 매 반복문 수행마다 집

합 에 누적되는 심볼의 개수에 대해 보조정리 5에

서와 비슷하게 아래의 부등식을 얻을 수 있다.

≥ 






 

≥








≥ ⌈⌉
(23)

  

1)  ≥
 임을 가정하면, 수식 (23)

에 이를 대입하여 아래와 같은 모순을 보일 수 
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있다.

≥
 



 

 




(24)

따라서 수식 (21)이 성립한다.

2)  ≥
 
임을 가정하

면  ≥
 이고, 각각 수식 (23)에 

대입하면 아래와 같이 모순이다.

≥
 




 




(25)

따라서 

 ≤
 
 




이 성립하여 수식 (22)를 얻을 수 있다.

보조정리 5의 최소 거리 상계에 보조정리 6에서 구

한 의 상계를 적용하여 표현식에서 

이 제거된 최소 거리 상계를 구할 수 있다. 

단, 해당 상계를 적용하기 위해서는 여전히 이 주어

져야 한다.

보조정리 7. -부분접속수 요건을 

만족하는    선형 부호 에서 


는 아래와 같

다고 하자.














⌊⌋  ≤≤ 
⌈⌉

 ≤≤  

(26)

  

이때, 부호 의 최소 거리는 다음의 상계를 만족한다.

1) 


≥ 인 경우.

≤ ⌈ ⌉ (27)

2) 


 인 경우.

≤ 










⌈⌉




(28)

증명. 보조정리 5와 6을 이용하여 아래와 같이 각각 

증명할 수 있다.

1)   인 경우 보조정리 5에 의해 자명

하다.  ≤ 인 경우, 보조정리 5의 

수식 (15)에서 마지막 항이 음이 아닌 점과 보조

정리 6을 사용하면 아래와 같다.

≤ 


≤ 




(29)

이제 ≤≤ 인 경우에 수식 (29)의 마지막 

항에 대한 하한을 아래와 같이 구할 수 있다.




 ⌊⌋
≥
 


≥⌊⌋
 







(30)

마찬가지로 ≤≤  인 경우에 대하

여 아래와 같다.




 ⌈⌉
≥











≥

⌈⌉


 







(31)

  

한편, 다음의 부등식이 성립한다.







≥ 


⌈ ⌉ (32)
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따라서 수식 (30), (31), (32)를 수식 (29)에 대입하

여 수식 (27)을 얻을 수 있다.

2) 보조정리 6에 의하여  ≤


≤ 이

므로 보조정리 5의 수식 (15)가 성립하고, 보조

정리 6을 적용하면 수식 (28)을 얻을 수 있다.

본 절에서 구하는 최종적인 최소 거리 상계를 다음

의 정리에 나타내었다. 보조정리 7을 기반으로 비고 3

에서 명기한 에 대한 조건에 의하여 상계의 표현식

에서 이 제거된다. 따라서 아래의 상계는 

-부분접속수 요건에서 직접적으로 

주어지는 파라미터만으로 표현된다.

정리 1. -부분접속수 요건을 만족

하는    선형 부호의 최소 거리는 다음의 상계

를 만족한다.

1) ⌊⌋ ≥ 인 경우.

≤ ⌈ ⌉ (33)

2) ⌊⌋  인 경우.

≤ 

⌊⌋⌈⌊⌋⌉
(34)

  

증명. 아래의 부등식을 통해 수식 (33)의 상한이 수식 

(34)의 상한보다 작거나 같음을 알 수 있다.

⌈ ⌉⌊⌋⌈⌊⌋⌉
≥⌊⌋⌈⌊⌋⌉ (35)

  

따라서 보조정리 7에서 정의된 


에 대해 



≥ 인 

경우, 수식 (33)과 동일한 수식 (27)이 성립하므로 증

명은 자명하다. 


≤ 인 경우는 수식 (28)이 성립

하며, 이로부터 각 경우에 대해 아래와 같이 증명할 

수 있다.

1) 수식 (28)의 마지막 항이 음이 아니므로 다음이 

성립한다.

≤ 


 (36)

수식 (36)의 마지막 항은, ≤≤ 인 경우와 

≤≤  인 경우에 대해 각각 아래와 같다.




 ⌊⌋
≥




(37)




 ⌈⌉
≥

(38)

  

수식 (37)과 (38)에 비고 3과 ⌊⌋ ≥ 인 조

건을 적용하면 다음의 부등식을 얻을 수 있으며, 따라

서 수식 (33)이 성립한다.




≥ ≥⌊⌋
≥ 




≥ ⌈ ⌉
(39)

2) ≤≤ 인 경우, 


⌊⌋이므로 아

래의 부등식을 얻을 수 있다.




 ⌊⌋
≥
 


≥⌊⌋
(40)

각각 수식 (28)에 대입하면 다음과 같다.

≤ 

⌊⌋⌈⌊⌋⌉
(41)

또한, ≤≤  인 경우에는 



⌈⌉이고, 다음이 성립한다.



 ⌈⌉
≤
 


≤⌈⌉

(42)
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마찬가지로 각각 수식 (28)에 대입하면 아래와 같다.

≤ 

⌈⌉⌈⌈⌉⌉ (43)

  

마지막으로, ≥ 인 두 정수 와 에 대해 아래

와 같은 부등식이 성립하므로 수식 (34)의 상한은 수

식 (41)과 (43)의 상한보다 크거나 같다.

⌈⌉
 ⌈  ⌉
≥⌈⌉

(44)

예 2. 예 1의 

          -부분접속

수 요건을 만족하는       선형 부호는 

정리 1에 의하여 ≤ 를 만족한다. 이는 수식 (13)에 

의한 기존 상계 ≤ 보다 엄격하다.

이 특별한 조건을 만족시키는 경우, 정리 1의 상

계보다 일반적으로 조금 더 엄격한 상계를 구할 수 있

다. 이를 다음의 정리에 나타내었다.

정리 2. -부분접속수 요건을 만족

하는    선형 부호 에 대해   이거나 

≤  ≤  인 경우 의 최소 거리는 다

음의 상계를 만족한다.

1) ⌈⌉ ≥ 인 경우.

≤ ⌈ ⌉ (45)

2) ⌈⌉  인 경우.

≤ 

⌈⌉⌈⌈⌉⌉ (46)

증명. 정리 1의 증명에서와 마찬가지로 


≥ 인 경우

의 증명은 자명하고, 


≤ 인 경우에 대해서만 

증명하면 된다.

1) 정리 1에서와 동일하게 수식 (36)이 성립한다. 

≤≤ 인 경우, ≥⌈⌉가 성립

하므로 수식 (37)에 의해 




≥ ≥⌈⌉이 다 . 

≤≤  인 경우에도 비고 3에 의

해 마찬가지로 




⌈⌉ ≥⌈⌉이

다. 이를 수식 (36)에 대입하고, 수식 (39)에서

와 비슷하게 ⌈⌉ ≥  조건을 적용하면 

수식 (45)를 얻을 수 있다.

2) 정리 1의 증명 과정과 동일하게 수식 (41)과 

(43)을 얻는다. 특별히 ≤≤ 인 경우에 

⌊⌋≥⌈⌉임에 유의하여, 수식 (44)와 

같은 전개를 거치면 수식 (46)이 성립함을 알 

수 있다.

 인 경우, 에 대한 조건은 항상 충족된다는 

점에서 정리 2는 매우 유용하다. 즉,  인 기본적

인 부분접속 복구 부호에서는 정리 1의 상계보다 엄

격한 정리 2의 상계가 항상 적용된다. 이 경우 정리 2

의 상계는 기존에 알려진 상계[9]와 파리미터 범위 조

건의 차이를 제외하면 동일한데, 파라미터 범위를 나

눠서 따져보면 두 상계가 완전히 동일함을 보일 수 있

다. 단, 기존의 상계는 부분접속수가 요건이 아닌 정

확한 값으로 주어진 전제하에서 증명되었다는 점에서 

제한적이다.

Ⅴ. 최적 부호의 설계

앞서 구한 최소 거리 상계의 등호 조건을 달성하는 

최적 부호의 제시를 통해, 상계가 엄격함을 보인다. 

본 절에서 제시하는 최적 부호는 기존의 연구들[10,12-14]

과 동일하게 Gabidulin 부호화한 부호어를 분할하여 

각 부분을 MDS 부호화하는 두 단계를 거친다. 이를 

다음의 정의에 형식적으로 나타내었다.

정의 6. ≤   , ≥ ,  ≥ 인 정수 , 

, , , 에 대해    , 

   ,  이고, 정수 와 는 

≤  ≤ 을 만족할 때, 다음과 같이 



 선형 부호를 만든다.
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그림 1. 예 3에 따른 부호 생성
Fig. 1. Code construction according to Example 3

1) 

 상에서 개의 메시지 심볼로 길이 

 의 Gabidulin 부호어를 생성한다.

2) Gabidulin 부호어를 크기 인 부분접속 그룹

(local group) 개와 크기 인 부분접속 그룹 

개로 분할한다.

3) 각 부분접속 그룹을   , 

   MDS 부호로 부호화한다.

정의 6에서 제시한 부호를 적용하기 위해서는 

-부분접속수 요건 파라미터가 

   및   , 즉 과 가 정

수인 조건을 만족해야 한다. 또한 생성할 부호의 파라

미터 

에 대해 ≤ 가  만족해야 하

는데, 이는 -부분접속수 요건을 만

족하는 모든 부호가 공통적으로 만족해야 되는 조건

임을 보조정리 6을 응용하여 보일 수 있다. 마지막으

로 부호화에 사용되는 유한체(field)  

에 대하여 

≥ 이고, 는 정의 6의 3)에서 MDS 부

호가 존재할 만큼 충분히 커야 한다.

예 3. 예 1 및 2의

          -부분접속

수 요건을 만족하는       선형 부호를 

그림 1과 같이 생성할 수 있다. 본 예에서는 MDS 부

호로 RS(Reed Solomon) 부호를 사용하였다. 

Gabidulin 및 RS 부호 모두 선형 부호로서, 다항식 값

매김 또는 생성행렬을 사용할 수 있다.

아래의 정리에서 정의 6에서 만든 부호가 정리 1과 

2에 대한 최적 부호임을 보인다.

정리 3. 정의 6에서 생성한 부호 는 

-부분접속수 요건을 만족하고 정

리 1과 2의 최소 거리 상계 등호 조건을 만족한다.

증명. 정의에 의해 각 심볼에 해당되는 천공 부호의 

길이는   혹은  이고, 각각  

  ,    부호의 부분부호

(subcode)로서 최소 거리가  이상이므로 부호 는 

-부분접속수 요건을 만족한다.

최소 거리의 증명에 앞서, 주어진 파라미터 조건에

서   이므로 부호 는 정리 2의 부호 조건에 부

합한다. 따라서 정리 1과 2의 최소 거리 상계가 모두 

유효하고, 더군다나 두 상계의 크기는 동일하다.

최소 거리 상계의 등호 조건 증명을 위해 보조정리 

3과 비고 1을 이용하여 부호 가 동일한 크기의 하계

를 만족함을 보인다. 즉, 1)  ≥ , 2)   

인 경우에 대해 각각 아래와 같은 크기를 갖는 임의의 

심볼 집합 로부터 항상 복호가 가능함을 보인다.

  ⌈ ⌉ (47)

  ⌈⌉ (48)

  

한편 부호 에서 임의의 소실 패턴(erasure 

pattern)에 대하여 잔여 심볼에 해당되는 값매김 점들

이 생성하는 부분공간은 부분접속 그룹 단위로 잔여 

값매김 점들이 생성하는 부분공간의 직합(direct sum)

이다. 이는 이들이 속하는 각 부분접속 그룹 전체 단

위의 부분공간들이 자명한 교집합을 이루기 때문이다. 

따라서 임의의 소실 패턴에 해당되는  잔여 계수를 구

할 때, 부분접속 그룹 별로 잔여 계수를 따로 구하여 

합산하면 된다.

또한 고정된 소실 심볼 개수 하에서 잔여 심볼들이 

최대한 작은 크기의 부분접속 그룹에 위치하는 경우

에 계수 소실이 최대화, 즉 잔여 계수가 최소화된다. 

이는 잔여 심불의 분포가 그러하지 않은 경우에, 임의

의 잔여 심볼을 큰 크기의 부분접속 그룹에서 작은 크

기의 부분접속 그룹으로 이동시키면 보조정리 4와 앞 

문단의 내용에 의해 잔여 계수가 줄거나 동일하기 때

문이다.

1)  ≥ 인 경우. 아래 수식과 ≤  ≤  

이 만족하도록 정수 와 를 정의한다.
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   (49)

  

이를 바탕으로 크기가 아래와 같은 임의의 심볼 집

합 를 상정한다.

  
 

(50)

  

이러한 집합들 중, 계수 소실이 최대화되는 집합 

는 MDS 부호화된 크기가  인 부분접속 그룹 

개의 전체 심볼들과 추가적인 개의 심볼을 포

함한다. 이러한 잔여 심볼의 분포는 수식 (49)와 조건 

 ≥ 에 근거한 아래의 부등식과 ≤ 인 

점에 의해 유효함을 알 수 있다.

 ⌊⌋⌈ ⌉  ≤ (51)

  

따라서 보조정리 4와 앞서 언급한 직합 성질을 이

용하여 잔여 계수를 구하면    이므로 이

보다 잔여 계수가 크거나 같은 임의의 로부터 복호

가 가능함을 알 수 있고, 수식 (51)을 수식 (50)에 대

입하면 수식 (47)을 얻을 수 있다.

2)   인 경우. 아래 수식과 ≤  ≤  

이 만족하도록 정수 와 를 정의한다.

   (52)

  

잔여 심볼 집합 의 크기는 다음과 같다.

         

    
 

(53)

  

계수 소실이 최대화되는 집합 는 MDS 부호화된 

크기가  인 부분접속 그룹 개와 크기가 

 인 부분접속 그룹 개의 전체 심볼들, 그리

고 크기가  인 부분접속 그룹 하나에 속하는 

개의 심볼을 포함한다. 아래의 부등식과 

≤ 인 점에 의해 이러한 잔여 심볼의 분포는 

유효함을 알 수 있다. 아래의 부등식은 수식 (52)와 정

의 6의 부호 파라미터 조건에 근거한다.

 






≤

 






(54)

  

앞에서와 마찬가지로 잔여 계수는 

    이므로 임의의 로부터 복호

가 가능하고, 수식 (52)에 근거한 아래의 수식을 수식 

(53)에 대입하면 수식 (48)을 얻을 수 있다.

  

 ⌊ ⌋⌈⌉ (55)

예 4. 정리 3에 의해, 예 3에서 생성한 부호의 최소 거

리는   를 만족한다. 이는 예 1에서 보인 기존 방

식의 부호    보다 큰 값이다. 또한 부호가 예 2에

서 구한 상계 ≤ 의 등호 조건을 만족시키므로 정

리 1에 대한 최적 부호임을 알 수 있다. 이는 정리 2

에 대해서도 마찬가지이다.

Ⅵ. 결  론 

본 논문에서는 -부분접속 복구 부호의 부분접

속수 요건이 두 개의 심볼 그룹에 대해서 다르게 주어

지는 경우에 대해 최소 거리 상계를 구하고 이의 등호 

조건을 달성하는 최적 부호를 제시하였다. 추가적인 

연구로, 부분접속수 요건의 개수를 임의의 개수로 확

장하는 것을 생각해볼 수 있다.
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