
논문 20-45-09-08 The Journal of Korean Institute of Communications and Information Sciences '20-09 Vol.45 No.09
https://doi.org/10.7840/kics.2020.45.9.1551

1551

※ 이 연구는 방위사업청 및 국방과학연구소의 재원에 의해 설립된 신호정보 특화연구센터 사업의 지원을 받아 수행되었음.

w First Author : (ORCID:0000-0001-6681-6334)Hanyang University Department of Electronics and Computer Engineering,

hyeonjingo@hanyang.ac.kr, 학생(석사), 정회원

° Corresponding Author : (ORCID:0000-0002-7055-6587)Hanyang University Department of Electronics and Computer Engineering,

remero@hanyang.ac.kr, 정교수, 종신회원

* Agency for Defense Development Electronic Warfare PMO, ympark@add.re.kr, 연구원

논문번호：202006-121-A-LU, Received June 5, 2020; Revised July 6, 2020; Accepted July 8, 2020

토플리츠 행렬 특성을 활용한

아토믹 노름 최소화 기반

초분해능 방향탐지

정 현 진w, 박 영 미*, 김 선 우°

Atomic Norm Minimization-Based

Super-Resolution DoA Estimation

Using Property of Toeplitz Matrix

Hyeonjin Chungw, Young Mi Park*,

Sunwoo Kim°

요 약

기존 방향탐지 알고리즘들은 신호 스냅샷이 충분하

지 않은 상황에서 사용이 불가하거나 분해능이 떨어지

는 단점이 존재한다. 본 논문에서는 적은 개수의 신호

스냅샷이 주어진 상황에서 높은 분해능을 달성 가능한

아토믹 노름 최소화 기반 방향탐지 알고리즘을 제안한

다.
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ABSTRACT

Traditional direction-of-arrival (DoA) estimation

algorithms fail or have low resolution when few

signal snapshots are given. In this paper, we propose

a novel DoA estimation algorithm via atomic norm

minimization, which can achieve super-resolution by

using few signal snapshots.

Ⅰ. 서 론

방향탐지는 주로 항재밍 배열안테나 시스템, 레이

더 등에 주로 사용되며 이동 통신에서의 배열 안테나

사용이 일반화됨에 따라 방향탐지의 민간 분야 적용

또한 확대되고 있다[1,2]. 하지만 무선 통신 기술이 발

전함에 따라 신호원의 개수가 많아져 신호원이 서로

인접한 상황이 더욱 빈번해졌는데, 이때 신호원의 방

향을 성공적으로 탐지하기 위해서는 높은 분해능이

요구된다.

대표적인초분해능방향탐지알고리즘으로 MUSIC

(multiple signal classification)[3] 등이 있으나 이들은

신호 스냅샷이 충분하지 않아 공분산 행렬을 추정하

지못할경우방향탐지가불가능하다. 이후제안된압

축센싱 기반 방향탐지는 스냅샷이 적은 상황에서 방

향탐지가 가능하다는 장점이 있으나 MUSIC에 비해

분해능이 낮다는 단점이 있다[4,5].

최근아토믹노름이제안된이후이를초분해능방

향탐지, 이미징, 분광법 등에 응용하는 연구가 진행되

었다[6-8]. 본 논문에서 제안하는 알고리즘은 적은 개

수의 신호 스냅샷이 주어진 상황에서 아토믹 노름 최

소화를 통해 도출한 토플리츠 행렬이 공분산 행렬과

동일한 구조를 가진다는 점에서 착안한다. 아토믹 노

름최소화를통해토플리츠행렬을도출한이후, 공분

산행렬대신토플리츠행렬을사용하여 MUSIC과같

이 공분산 행렬을 필요로 하는 초분해능 방향탐지 알

고리즘을 적용한다. 적은 개수의 신호 스냅샷이 주어

진 환경에서 제안 알고리즘과 기존 알고리즘 간의 다

방면 성능 비교를 위해 분해능, 추정 정확도, 복잡도

분석을 진행한다.

Ⅱ. 토플리츠 행렬 특성을 활용한 아토믹 노름
최소화 기반 초분해능 방향탐지

배열을 구성하는 안테나의 개수는 총  개, 배열

에입사하는신호원의개수는  개이며,  개신호원

들의 도래각을 벡터  … 으로 정의한다.

인접한 안테나 간 간격이 반파장인 등간격 선형 배열
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을구성할시, 도래각이  일때의 조향벡터  는

식 (1)과 같이 나타낼 수 있다.

  cos…cos  (1)

 개의 도래각에 대한 조향벡터로 구성된 조향행

렬  는 식 (2)와 같다.

  …∈× (2)

이때, 배열로수신한 신호  는식 (3)과같이나

타낼 수 있다.

    ∈× (3)

여기서  는수신신호의스냅샷개수를의미한다.

  … 이며 ∈ × 은  번째신호원의

신호벡터를 의미한다.  은잡음이며  의각열은

circularly symmetric 복소 정규 분포  


를 따른다. 여기서  은 크기 × 의 영벡터, 

는 크기 × 의 단위 행렬을 의미한다.

 이며 잡음이 없을 시  와 동일하다.

아토믹노름은수신신호가여러 atom들의선형조

합으로구성되었을시, 수신신호구성에사용된 atom

들을 구하기 위해 고안되었으며 무한한 atom들의 집

합인 atomic set의 볼록 껍질로부터 정의된다.  의

atomic set, Å 는 식 (4)와 같다.

Å      ≤ ∥∥  (4)

여기서  는크기 × 의복소벡터이며 

은  를 구성하는 atom이다.  의 아토믹 노름,

∥∥Å 의 정의는 식 (5)와 같다[6].

∥∥Å  in f   ∈ convÅ
 in f

 



 


 




   (5)

여기서 in f∙ 는 집합의 하한, conv∙ 는 집

합의 볼록 껍질을 의미하며 
 은  번째 atom,

 은  번째 atom의 계수를 의미한다. 하지만 수식

(5)는 최적화를 이용해 풀 수 있는 형태가 아니기에

∥∥Å 를 수식 (6)과 같이 SDP (semidefinite

programming) 꼴로 표현한다[6].

min
 


TrToep 


Tr 





 


Toep 


 

≥ 
(6)

여기서 Tr∙ 은 행렬 대각 성분들의 합,

Toep 는 첫 번째 열이  인 에르미트 토플리츠

행렬을 의미한다. 또한행렬에서의 ∙ ≥  은해당

행렬이 양의 준정부호 행렬임을 의미한다.

하지만 실제 수신하는 신호는  가 아닌 잡음이

더해진 신호  이다. 따라서 잡음에 대한 고려가 없

는 수식 (6) 대신 수식 (7)을 이용한다[6].

min
 


TrToep 


Tr 





 


Toep 

  
≥ ∥∥

 ≤
(7)

여기서 ∥∙∥ 은 행렬의 프로베니우스 노름이

다.  는 잡음을 보상하기 위한 정규화 파라미터이며

일반적으로    이다[6]. 수식 (7)

에서 도출된  의 최적해를 ⋆라고 할 때,

Toep⋆ 는 수식 (8)과 같이 표현할 수 있다.

Toep⋆ ≈∈× (8)

여기서  는 각 대각성분이 양수인 대각행렬이다.

Toep⋆ 는 공분산 행렬과 흡사한 구조를 가지는

데, 신호원이서로모두 uncorrelated 할때공분산행

렬  은 수식 (9)와 같이 표현할 수 있다.

 ∈× (9)

여기서 대각행렬  의  번째 대각성분은  번째

신호의세기, 
  와같다.  은  가충분히클

시   로서근사할수있지만본논문에서는적

은 신호 스냅샷만이 주어진다고 가정하여  을 구할

수없다. 잡음의영향으로발생하는  를제외하면

Toep⋆와 의 구조는 동일하기에  대신

Toep⋆를 이용해 MUSIC과 같이 공분산 행렬을

필요로 하는 초분해능 방향탐지 알고리즘을 적용할
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그림 1. 두 도래각 차이에 따른 RMSE 비교
Fig. 1. RMSE versus the difference between two DoAs

그림 2. 스냅샷 개수에 따른 RMSE 비교
Fig. 2. RMSE versus the number of snapshots

알고리즘 복잡도 실행시간

제안 알고리즘   1.6 초

CBF  0.066 초

BP   2.3 초

S-OMP  0.014 초

표 1. 알고리즘 별 복잡도 및 평균 실행시간
Table 1. The complexity and the average computation
time of all algorithms

수 있다.

방향탐지스펙트럼  는수식 (10)과같이나타

낼 수 있다.

 ∥   ∥






   ≤ 

(10)

여기서 ∈× 는 각 열이 Toep⋆ 의 고

유 벡터인 행렬이며     는  의 

번째열부터  번째열까지의연속적인  개의

열로 구성된 행렬이다.  는  과  사이 구간에

서  개로분할된이산적인스펙트럼이며  는 

에서  개의 극대점을 찾음으로써 추정할 수 있다.

Ⅲ. 실험 결과 및 분석

분해능 및 추정 정확도 비교를 위해 CBF

(conventional beamforming), BP (basis pursuit) 기

반 방향탐지[4], S-OMP (simultaneous orthogonal

matching pursuit) 기반 방향탐지[5]를 제안 알고리즘

과 비교하였다. BP 및 S-OMP와 같은 압축센싱 기반

방향탐지 알고리즘에서 사용되는 이산그리드의 크기

 는 360이다. SNR (signal-to-noise ratio)은식 (11)

과 같이 정의하였다.

SNR dB   log










 













(11)

실험에서 , 방향탐지 스펙트럼 분할 수

, SNR이 10 dB이고 모든 신호원의 세기가

같으며 RMSE (root mean square error) 계산을 위해

총 200 번의 반복이 사용되었다.

알고리즘 간 분해능 비교를 위해  일 때 그

림 1과 같이 두 도래각간의 차이를 변화시켜가며

RMSE를산출하였다. 분해능이높은알고리즘은서로

인접한두도래각을성공적으로추정할수있는데, 실

험결과제안알고리즘이타알고리즘에비해두신호

원이 매우 인접한 상황에서도 높은 추정 정확도를 가

지는 것을 확인하였다.

스냅샷 개수에 따른 RMSE를 그림 2와 같이 비교

하였다. 이 때,  이며 각 신호원의 도래각은 서

로 ∘이상이격하였다. 실험결과 5개이하의스냅샷

을사용할시제안알고리즘과 S-OMP 기반알고리즘

의 정확도가 타 알고리즘에 비해 높았으며, 이후 6개

이상의 스냅샷을 사용할 때 제안 알고리즘의 정확도

가 가장 높은 것을 확인하였다.

표 1은알고리즘별복잡도및평균실행시간을나

타내며 실행 시간은 ,  일 때 Intel CPU

i5-7500 (3.40 GHz), 16 GB RAM으로 측정하였다.

제안알고리즘의복잡도는 SDP 복잡도분석사례[9]를

참조하였으며 BP 및 S-OMP의복잡도는압축센싱기

법의복잡도분석사례[10]를참조하였다. 

의 대소 관계와 평균 실행시간을 종합적으로 고려하

였을 때, 제안 알고리즘과 BP의 복잡도가 타 알고리
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즘에 비해 높은 것을 확인하였다.

Ⅳ. 결 론

본 논문에서는 스냅샷 개수가 적게 주어진 상황에

서높은분해능을가지는아토믹노름최소화기반방

향탐지를 제안하였다. 이후 실험을 통해 제안 알고리

즘과기존알고리즘간의분해능및스냅샷개수에따

른 정확도를 비교하고 복잡도 분석을 진행하였다. 실

험 결과 제안 알고리즘이 높은 복잡도를 가지는 대신

타 알고리즘에 비해 분해능이 높으며 적은 스냅샷을

사용함에도 높은 추정 정확도를 가지는 것을 확인하

였다.
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