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비선형 시스템에서 마스터-슬레이브 동기화를 위한 지연

피드백 제어 기술 연구
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The Delay Feedback Control for the Master-Slave

Synchronization of Delayed Nonlinear Systems
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요 약

본 논문에서는 시간지연이 존재하는 비선형 시스템의 마스터-슬레이브 동기화를 위한 지연 피드백 제어기 설계

가 연구되었다. 리아프노프-크라소프스키 함수 (Lyapunov-Krasovskii functionals), 몇 가지 보조정리와 수학적 사

실들을 이용하여, 시스템의 동기화를 위한 선형 행렬 부등식 형태의 조건을 도출하며, 지연 피드백 제어기 이득을

구한다. 얻어진 결과의 유효성 분석을 위해 추아 (Chua) 회로 수치 예제에 적용하고, 기존의 연구들과 비교하였다.

키워드 : 시간지연, 루어 시스템, 동기화, 리아프노프-크라소프스키 함수, 선형 행렬 부등식

Key Words : Time-delay, Lur’e system, Synchronization, Lyapunov-Krasovskii Functionals, Linear Matrix

Inequality

ABSTRACT

In this paper, delay feedback controller design for master-slave synchronization of delayed nonlinear systems

is studied. By utilizing Lyapunov-Krasovskii functionals (LKFs), some useful lemmas and mathematical facts, a

synchronization criterion is derived in terms of linear matrix inequalities (LMIs) and the delay feedback

controller gain is obtained. For analyzing effectiveness of the proposed result, Chua’s circuits numerical

example is applied, and the previous results are compared.

Ⅰ. 서 론

시간지연 현상은 네트워크 통신시스템, 물리 역학

시스템, 그리고화학반응공정등다양한실제시스템

에서 종종 발생한다. 시스템에 시간지연 현상이 발생

하면, 하드웨어적 노화와 같은 현상을 유발하여 시스

템의 안정적인 운영에 부정적인 영향 미친다. 그리고

하드웨어의노화뿐만아니라, 다중시스템이나네트워

크 시스템의 동기화 과정에서 발생하는 시간지연 현

상은 시스템의 효율에도 영향을 준다[1]. 그렇기 때문

에 시간지연을 고려한 시스템 해석은 매우 중요한 주

제이다.

주파수영역에서의시간지연시스템의해석은무한

차원의 상태를 가지고 있기 때문에 분석하기 위한 접

근법으로적절하지않다. 따라서시간영역에서의시스

템 해석이 주를 이룬다. 시간영역에서의 시스템 해석
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은 Lyapunov-Krasovskii (LK) 기법을 활용하여 연구

되어왔다. LK 기법을기반으로적절한 LKFs을선정

하고, LKFs의 도함수를 선형 행렬 부등식의 형태로

표현한다. 많은연구자들은선형행렬부등식의더높

은상계를보장할수있도록다양한수학적방법을연

구하고, 시스템의안정성해석에적용할수있도록노

력하고 있다[1-3]. 특히 선형 행렬 부등식의 형태로 표

현하기 힘든적분부등식을 다루는 방법이소개된후,

이를 활용한 시간지연에 관한 연구들이 빠르게 발전

하고 있다. 그 결과로 Jensen’s 부등식을 기점으로 하

여, Wirtinger 기반부등식기법, Auxiliary 함수 기반

적분 부등식 등 많은 적분 부등식들이 향상된 안정성

조건의 유도를 위해제안되었다. 또한, 부등식의 상계

를향상시킬뿐만아니라, 계산변수를감소시키는영

등식과 자유행렬을 활용하는 기법 또한 안정성 해석

을 위한 방법으로 소개되고 있다[1-4].

대부분의 시스템은 비선형 함수를 갖는 수학적 모

델들로 나타낼 수 있다. 대표적인 예로 Lur’e와

Postnikov[5]가 제안한루어 시스템이 있다. 루어 시스

템은 선형 시스템에서 부분 경계를 갖는 비선형 함수

가 피드백된 형태로 표현된다. 그 중 루어 시스템의

동기화 문제는 다양한 분야에서 연구되어 왔고, 특히

마스터-슬레이브 동기화 문제를 중심으로 연구되었다
[6-9]. 이러한 특성을가진 Lur’e 시스템의동기화 문제

를 해결하기 위해 상태 피드백 제어, 동적 출력 피드

백 제어, 샘플 데이터 제어 등이 적용된다.

본논문에서는마스터-슬레이브시스템의동기화에

대하여 안정성 및 안정화 판별법을 제안한다. 시스템

의문제설정이 2장에서다뤄지며. 3장을통해기존의

결과보다 덜 보수적인 안정화 조건을 위한 방법이 소

개된다. 적절한 LKFs을 선정하고, Auxiliary 함수 기

반 적분 부등식[2]과 Reciprocal convexity 접근법[3]을

활용하여 시간지연이 존재하는 마스터-슬레이브 시스

템의 동기화의 안정성 조건이 정리 1에 소개될 것이

다. 그리고정리 2에서관측제어설계방법을추가하여

제어가 가능한 시스템의 최대 지연범위를 구하고, 관

측제어이득을설계하는방법제시한다. 4장에서제안

한 판별법의 유효성을 검증하기 위해 수치 예제와 시

뮬레이션 결과를 보인다. 마지막으로 우리가 제시한

연구의 결론을 낸다.

표기법. 이 논문에서  은 유클리드 벡터 공간에

서의 n 차원이고,  ×은 × 행렬이다. 은

× 항등행렬이고, 과 ×은 × 영행렬과

× 영행렬이다. 양한정 행렬 와 에서 

는 가 양한정임을 뜻하고, ≥는 가

음한정이 아니라는 것을 뜻한다. 정사각행렬 에서

는 와  의 합을 뜻 한다; 즉

   . ⋯ 는 대각행렬,

⋯은열행렬이다. ∈×은행렬 

의 최소 하나의 원소가 스칼라 함수 에 대하여

affinely dependent하다. 행렬 에서 ⊥는 의 직

교행렬이다.

Ⅱ. 마스터-슬레이브 시스템의 문제설정

이 장에서는 마스터-슬레이브 시스템의 동기화에

대하여 고려한다.

일반적으로 마스터-슬레이브 시스템의 동기화 문제

는그림 1과같이슬레이브시스템의입력으로제어신

호을 인가하고, 제어신호에 따라 시스템의 오차  

가 0으로 수렴하게 하는 방법으로 해결할 수 있다.

이때, 그림 1의 마스터-슬레이브 시스템은 다음과

같이 표현된다[9].

   

   
    

그러나 실제 마스터-슬레이브 시스템 모델에서는

시변지연 뿐만 아니라, 시불변 지연이 함께 존재한다.

따라서 본 연구에서는 시변 지연과 상시지연 를 고

려한 시스템의 동기화 문제를 다룬다.

상시지연 를 고려한 마스터-슬레이브 시스템은

다음과 같다.

그림 1. 마스터-슬레이브 시스템
Fig. 1. Master-slave system
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    (1)

    (2)

  

시스템 과 에서 각각 ∈ℝ은 상태

벡터를 의미하고 ∈ℝ는 시스템 S에 포함되는

입력 벡터이다. 상수 는 시불변 지연 값이고, 행렬

는 시스템의 정보를 가진 주어진 행렬이

다. 그리고 시간지연 는 다음을 만족한다.

≤  ≤   ≤ .

마스터-슬레이브 시스템은  으

로 정의하는 오차 신호를 가지고 비교하며, 오차신호

시스템은 다음과 같이 나타낼 수 있다.

  (3)

여기서 는 


⋯
    ⋯이다.

그리고 다음의 조건을 만족한다.


 ≤







≤
 ∀ 

 
∈ℝ (4)

시간지연을고려한마스터-슬레이브동기화연구는

LK 분석방법이 갖는장점을활용하여연구되고있다.

시변 지연  , , 를 고려한 LKFs는 다음과 같

다.

 
  



  (5)

여기서    는

 












































 







 


 




















 
  










 



 

이다.

다음으로 LKFs의도함수의상계를구하기위한여

러 가지 이론적 도구들을 소개한다.

보조 정리 1[2]. 구간 ∈ℝ의 임의의 모든 연

속함수 와행렬  에대하여 다음이성립한다.




 
 ≥



 























여기서

 






 











 






 












 

















이다.

보조 정리 2[3]. 행렬 ,  과     , 일

반행렬 와벡터  , 가주어졌을때, 함수 

에 대해 다음이 성립한다.

 









≥



 









 


 

 




 






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여기서,



 


 

 

 의 조건을 만족한다.

보조 정리 3[10]. 벡터 ∈ℝ, 행렬  ∈
ℝ, ∈ℝ× (m<n) 이 주어지고,  을

만족할 때, 다음의 조건들은 각각 동치다.

   ∀  ≠

 ⊥⊥

∃∈ℝ×    

Remark 1. LKF (5)는 LK 분석 기법을 활용하기

위하여 선정되었다. 기존의 연구들과는 달리 LKF (5)

의 에서적분으로표현된추가적인상태벡터를선

정하였고, 에서비선형함수의제약조건을포함하

였다. 하지만, LKF (5)의 도함수에는 적분항이 포함

되어 선형 행렬 부등식의 형태로 안정성 조건을 유도

하기힘들다. 따라서적분항을선형행렬부등식의형

태로다루기위하여, 보조정리 1과보조정리 2와같은

수학적 사실에 기반한 기법들을 사용해야 한다.

Ⅲ. 마스터-슬레이브 동기화 문제 분석

이 절에서는 마스터 시스템 (1)과 슬레이브 시스템

(2)의 차이인 오차 신호 시스템 (3)을 가지고 안정성

을 분석하고, 관측 제어기를 설계하기 위한 수학적인

관계를유도할것이다. 정리 1과정리 2에서사용되는

자세한 수식의 전개에 앞서 행렬의 모든 명칭은 다음

과 같이 정의된다.

  ×× 


∈ℝ×   ⋯

  ×× 
∈ℝ×

  

  

  
 








 










 












 














  

×  


 


 




 




 
  



 
  



 
   

  


  

    

 





 


 

  



 

  






 




다음은 주요 결과에 대한 정리이다.

정리 1. 양의 상수  ,  , 와 행렬  , 


⋯

, 
⋯

가주어지고,

≤  ≤ ,  ≤ 의 관계를 갖는 시스템 (3)

을 고려하자. 만약 다음 LMI를 동시에 만족하는 양

한정 행렬 ∈ℝ× , , , , ∈ℝ× , 양

한정 대각행렬 , , ∈ℝ× , 일반적 행렬

∈ℝ×이 존재하면,

⊥
⊥ (6)

  (7)

조건 (6), (7)을갖는시스템 (3)은점근적으로안정

하다.

증명.

LKFs에 대하여   의 시간에 대한 미분을 구

하면 다음과 같다.
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


























 
 


































×



 







  (8)







 


  


 








(9)

(9)의적분항에보조정리 1을사용하면다음을얻

는다.


    

 
≥



 
    







    






 
 

    






×

 
    






 
    




 
    






 

 
    












    






 
    






 

 
    











  

     
≥






×








 
  

    






×

 
  

    










 
  

    




 

  

    




    






×

 
  

    




 

  

    




    



그리고  를 대입하면, 다음의 부등식을

얻을 수 있다.




 


≤












≤ 






다음으로 보조 정리 2를 사용하면 조건 (7)과 함께

다음을 얻는다.

 ≤  
 (10)

그리고 
는 다음과 같이 계산할 수 있다.







×    

     

≤  

(11)

  



  



 

(12)

(4)을 이용하여 다음의 부등식을 얻을 수 있다.
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≤ 

× 

 

(13)

(8)부터 (13)을 통하여 얻어진 의 상계는 다음과

같다.

≤  (14)

식 (14)의상계가음의값을갖게되는조건이존재

하면 LK 안정성 원리에 의해 오차신호 시스템 (3)은

점근적으로 안정해지며, 다음의 선형 행렬 부등식 조

건이 유도된 의 안정화 조건을 대신할 수 있다.

   (15)

그리고 보조 정리 3을 이용하여 다음의 부등식을

만족한다.

⊥
⊥ 

이때, 



 


 는

시스템 (3)을 영등식으로 표현한 결과이다. 그리고 

의영공간 (null-space)과보조정리 3식 (15)에활용한

다.

따라서, 위의 과정들을 통하여 유도된 조건 (6)와

조건 (7)을 만족하면 오차 신호 시스템 (3)의 점근적

안정함이 보장된다. 그리고 시스템 (3)의 안정함이 보

장됨에 따라, 마스터 시스템 (1)과 슬레이브 시스템

(2)의 동기화가 보장된다. □

Remark 2. 정리 1은 오차신호 시스템 (3)에 대한

안정성 분석을 다루었다. 시스템 (3)에 대한 안정성

분석을 위해 슬레이브 시스템 (2)에 주어진 관측제어

이득 과함께입력   이고려되

었다. LKFs를 통한 안정성 조건을 선형 행렬 부등식

의 형태로 유도하기 위해보조정리 1과 보조정리 2가

사용되었다. 그리고보조정리 3을사용함으로써, 기존

의 연구보다 고려할 변수가 감소하였다.

정리 2. 양의상수  ,  ,  , 와행렬 , 가

주어지고, ≤  ≤ ,  ≤ 의 관계를 갖는

시스템 (3)을 고려하자. 만약 조건 (7)과 다음 LMI를

동시에 만족하는 양 한정 행렬 ∈ℝ× ,  , ,

, ∈ℝ× , 양 한정 대각행렬 , ,

∈ℝ× , 일반적 행렬 ∈ℝ× , ∈ℝ× ,

∈ℝ×이 존재하면,

    (16)

  일 때, 시스템 (2)는

시스템 (1)과 동기화된다.

정리 2을전개에앞서수식표현의간략화를위하여

다음의 명칭을 정의한다.





 




  


  

  


증명.

사용된 LKFs는 정리 1과 동일하다. 마스터-슬레이

브 시스템을 동기화하기 위한 관측제어 이득은 다음

과 같은 방법으로 고려한다.

     

  
(13)

식 (17)와 같이 영등법의 개념을 이용하여 시스템

에대한정보와관측제어이득을고려하고, 이를다시

정리하면,

   



  . (18)

여기서,  이다.

따라서, 식 (14)에 식 (18)을 고려한 의 상계는

다음과 같다.

≤   (19)

그리고 식 (19)의 관계에서 (15)의 과정을 이용하
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 0 0.1 0.2

 0.2629 0.2205 0.1893









































표 1. 에 따른 최대 지연 와 관측제어이득 
Table 1. Maximum upper bound of delay  and
observer gain  with .

[9] [10] 정리 2

 0.185 0.188 0.2629









































변수      

표 2.   에서의 최대 지연 와 관측 제어 이득
Table 2. Maximum upper bound of delay  and
observer gain  with   .

그림 2. Matlab Simulink 구성도
Fig. 2. Simulation Model by Matlab Simulink

면 다음의 부등식을 만족한다.

  

결국위의과정들을통하여유도된조건 (7)와조건

(16)을 만족하면   일 때,

슬레이브 시스템 (2)는마스터 시스템 (1)과동기화된

다. □

Remark 3. 정리 2에서는 정리 1과 다르게 시스템

(3)의 제어기 설계를 다룬다. 제어기 설계를 위하여

슬레이브 시스템 (2)의 입력에 임의의 관측제어 이득

을 고려하여 안정화 조건을 유도한다. 이때, 제어입

력은    , 으로 표

현된다. 임의의 행렬 과 함께, 보조정리 3을 적용하

면선형행렬부등식형태로안정화조건을유도할수

없다. 따라서, 시스템정보와제어이득 을포함한식

(17)을 안정화 분석에 고려함으로써 조건 (7)과 조건

(16)을 얻을 수 있다. 결국 앞의 조건들을 만족할 때,

안정함이보장되는최대시변지연 를얻을수있다.

그리고 이때의 제어이득 을 구할 수 있다.

Ⅳ. 지연 피드백 제어 결과 및 성능 분석

수치 예제를 통해 정리 2의 결과를 보이겠다.

예제 1. 다음행렬및값을갖는시스템 (3)을고려

하자[7].















 

  
  

 










  
  
  

 
















          

위 행렬 값들을 정리 2에 적용하고,   일 때,

시스템의 최대 시간 지연과 관측제어 이득을 구하면

표 1로정리된다. 그리고표 2에서     에대하

여 기존의 논문들과 비교를 하였다.

표 2를 통하여 제안한 방법이 기존의 방법보다 시

간 지연에 더 강인한 제어기를 설계함을 볼 수 있다.

위의 결과의 유효함을 보이기 위하여   ,

  ,  ,   ,

   ,  ,

 


 을 그림 2의

Matlab Simulink에적용하여시뮬레이션의결과를그

림 2-5에 보였다. 그림 3과 그림 4는 마스터 시스템

(1)과 슬레이브 시스템 (2)의 상태 궤적을 나타낸다.

입력 신호의 상태 궤적과 오차 신호 시스템 (3)의

상태궤적이 0의값으로수렴하는것을그림 5과그림

6에서 확인할 수 있다.
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그림 6. 입력 신호의 상태 궤적
Fig. 6. The trajectories in input signal

그림 4. 슬레이브 시스템의 상태 궤적
Fig. 4. The trajectories in slave system

그림 5. 입력 신호의 상태 궤적
Fig. 5. The trajectories in input signal

그림 3. 마스터 시스템의 상태 궤적
Fig. 3. The trajectories in master system

Ⅴ. 결 론

본 논문은 시간지연이 존재하는 마스터-슬레이브

루어 시스템의 동기화 문제에 대하여 관측제어와 시

간지연 안정성 분석을 연구하였다. 기존 연구보다 덜

보수적인안정성결과를얻기위하여, 합성 LKF를추

가로선정하였다. 이때, 합성 LKF에는시변지연 를

고려한 상태 벡터가 선정되었고, 상시지연 을 고려

한 LKF가추가되었다. 그리고보조정리 1, 2, 3과몇

가지 수학적 기법을 적용하여 계산변수를 줄일 수 있

음을보였다. 또한안정화를위해제안된방법의결과

로 얻어진 관측제어 이득은 기존의 연구 결과보다 더

큰최대시간지연범위를보장할수있다. 마지막으로

추아 회로 수치 예제에 적용하여 정리 2의 결과가 유

효함을 보였다.
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